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Fino da 12 o 13 anni Ùk era in me sorto il dubbio 
che alcuni dei principii fondamentali dell^ Analisi non 
presentassero nei loro enunciati o nelle loro dimostra- 
zioni tutto quel rigore che è proprio della matematica. 
Nuovo però allora alla vita scientifica, nel trovare che 
niuno aveva sollevato pubblicamente tali dubbi, ne trae- 
va il convincimento che essi fossero nella mia mente sol- 
tanto; quando da alcune memorie di Schwarz e di Heine 
pubblicate nel tomo del 1870 e 71 ebbi a conoscere che 
uomini già provetti nella scienza e meritamente stimati 
avevano sollevato dubbi anco maggiori; e nel cerchio 
degli scienziati Tedeschi già miravasi a porre su basi più 
solide i principii deir Algebra e dell'Analisi infinitesimale. 

Le memorie allora pubblicate però, non davano qua 
e là che pochi cenni intomo ai dubbi indicati, e mentre 
in esse si faceva intendere che alcuni di questi dubbi 
potevano esser tolti, non si mostrava da alcuno come 
ciò potesse farsi. Fu allora che ansioso di conoscere qual- 
che cosa di quello che si era fatto in questo indirizzo, 
tanto più che, divenuto in quel tempo Professore di 
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Analisi superiore nella R. Università di Pisa, i miei studi 
si erano rivolti più specialmente all'Analisi, scrissi in 
proposito al Sig. Schwarz, ed Egli con una gentilezza di 
cui gli rendo ora pubbliche grazie, volle comunicarmi 
alcune notizie intomo ai metodi che Weierstrass e altri 
matematici tedeschi suoi allievi seguivano nelle loro 
dimostrazioni. 

In seguito alle notizie avute da Schwarz e alla lettura 
fatta dei due bellissimi lavori di Hankel sui limiti e sulle 
funzioni oscillanti, e di quelli di Dedekind, di Cantor, e di 
Heine sui numeri incommensurabili, mi decisi a prendere 
come soggetto di una parte delle mie lezioni universitarie 
deiranno scolastico 1871-72 l'esposizione dei principii 
della Scienza ridotti rigorosi seguendo le traccio conte- 
nute negli indicati lavori e nelle notizie avute da Sch- 
warz; e nell'anno successivo, deciso a pubblicare quelle 
lezioni, le scrìssi per la stampa nella loro massima parte. 

Distratto però sul finire del 1873 da cure gravissime 
di un genere ben differente, dovei forzatamente ritardare 
la indicata pubblicazione, e solo nel luglio del 1875, 
mentre era ancora in mezzo a mille altre occupazioni, la 
stampa fu incominciata per poi restare sospesa a mezzo 
del 1876, dopo di essermi valso della parte allora stam- 
pata, cioè dei primi 9 capitoli, per fame soggetto di 
alcune delle lezioni universitarie di quell'anno. 

Tornato poi interamente alla vita scientifica nei primi 
del 1877, potei nuovamente pensare alla interrotta pub- 
blicazione. Se non che intanto nuovi lavori erano com- 
parsi, fra i quali quelli di Du Bois-Reymond, di Thomae, 
e di Darboux, e in questi trovavansi esposti con metodi 
differenti alcuni dei risultati che già. avevo pubblicati o 
preparati per pubblicarli; talché con questo la mia pub- 
blicazione veniva a perdere una parte non piccola del 
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pregio che altrimenti avrebbe potuto avere. Gli studi poi 
che allora facevo per il corso di analisi infinitesimale vera 
e propria del quale era stato incaricato, e ove trovavo 
ad ogni passo un inciampo, avevano allargato d^assai le 
mie vedute; e da ciò avveniva che ove delle nuove ricer- 
che di altri e delle mie proprie avessi voluto valermi, 
l'opera da me incominciata avrebbe dovuto dirsi ben 
difettosa per l'ordine che avrebbero avuto le materie 
in essa contenute ; e si sarebbero qua, e là. trovate delle 
ripetizioni, o si sarebl)ero trovate esposte cose che con 
maggiori limitazioni io aveva già esposto in addietro. 

Si aggiunge che ove avessi voluto continuare coi miei 
primitivi intendimenti, ponendo cioè nel libro da pubbli- 
cai'si anche le principali ricerche fatt^ fin ora sugli inte- 
grali multipli, sullo funzioni di due o più variabili in 
generale e su quelle che soddisfano alla equazione A2=0, 
sulla sviluppabilità dello funzioni in serie trigonome- 
triche, in serie di funzioni sferiche ec, il libro sarebbe 
venuto a prendere una mole considerevole che non mi 
era più possibile di dargli, f^ia perchè la pubblicazione già. 
da tanto tempo incoiniuciata sarebbe andata ancora 
eccessivamente in lungo, sìa perchè io volevo dedicarmi 
alla pu!)l)licazione di un corso rigoroso e completo di 
Analisi infinitesimale di cui tanto si sente il bisogno; ed 
è jDerciò che io stetti allora un poco in forse se non fosse 
stato il miglior partito quello di abbandonare senz'altro 
la pubblicazione incominciata. 

Il trovarsi però la parte pubblicata in mano di un 
certo numero di amici, e di molti dei giovani che furono 
giìi miei studenti, avevano creato per me degli impegni 
che non mi permettevano di retrocedere; ed è perciò 
che io decisi di continuare la pubblicazione, per quanto 
difettosa essa potesse venh-e, fissando naturalmente di 
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valermi delle nuove cognizioni acquistate, e fissando al 
tempo stesso di troncarla dopo di avere esposto le nozioni 
fondamentali sugli integrali definiti. 

Così ho fatto, riservandomi di riprendere la pubbli- 
cazione del rimanente di questa opera a tempo più oppor- 
tuno, dopo che avrò pubblicato seguendo i nuovi concetti 
un corso completo di Analisi infinitesimale del quale un 
primo abbozzo già fu autografato per le mie lezioni di 
quest'anno; e dopo quanto ho detto spero di trovar venia 
nel lettore pei varii difetti che si incontreranno nel- 
l'opera che ora consegno al giudizio del pubblico. 

Dopo ciò, ecco un rapido cenno di quanto si contiene 
in questo libro. 

Nel primo capitolo tratto dei numeri incommensura- 
bili, valendomi molto della memoria del Dedokind e delle 
notizie gentilmente avute da Schwarz; o nel secondo 
tratto dei gruppi di numeri o di punti (Pinild-menge) 
introdotti da Cantor nella scienza. ]\li fermo alquanto nel 
terzo sul concetto di limito, e i teoremi che ivi riporto, se 
non altro pel metodo con cui sono esposti, mi sembrano 
assai notevoli, o mentre gettano molta luco su questioni 
fin ora assai intricate della scienza, servono a portarvi fa- 
cilmente quel rigore che in molti casi era mancato finora. 

Esposto poi nel quarto capitolo il concetto generale 
di funzione di una variabile reale in mi certo interv^allo, 
passo a dare nel quinto le proprietà generali delle fun- 
zioni finite e continue, per le quali trovo opportuno va- 
lermi del teorema di Cantor sulla continuitìi uniforme 
che io espongo al §.41, e la cui dimostrazione mi fu co- 
municata da Scliwarz. Tratto poi nel capitolo sesto delle 
funzioni che chiamo infinite volte discontinue (fmizioni 
limarmente discontinue di Hankel), e nei due capitoli 
seguenti espongo alcuni studi generali sulle serie e sulle 
derivate che io credo noti soltanto in parte. 
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Nel capitolo 9.** espongo il principio della condensa- 
zione delle singolarità, dato da Hankel, riducendolo a mio 
credere pienamente rigoroso ; e nel capitolo 10? trovo una 
classe generale di funzioni analitiche abbastanza semplici 
che noa hanno mai derivata determinata e finita, e delle 
quali è caso particolarissimo quella data dal Du Bois- 
Reymond nel voi. 79 del giornale di Borchardt. Le ultime 
delle fìinzioni che io dò in questo capitolo (§. 129) quando 
in esse « e a: si considerino come il raggio vettore e l'an- 
golo polare dei punti di un piano somministrano anche 
esempì notevoli di funzioni di due variabili a e x che sono 
finite e continue in tutto il piano, e che nei punti fuori 

del cerchio di raggio 1 + q- t^ hanno finite e continue 

tutte le derivate parziali rispetto alla variabile «, mentre 
n(3n hanno mai determinata e finita la derivata parziale 
rispetto ad x. Facilmente poi si troverobl3ero funzioni di 
un numero maggiore di variabili che presentane^ parti- 
colarità simili. 

Nel capitolo 10." espongo alcuni studi e ricerche ge- 
nerali intorno allo funzioni finite e continue per ciò che 
ha riguardo alla esistenza dello derivate; e sono questi 
gli studi che avrebbero potuto essere esposti con ordine 
migliore insieme a quelli del Capitolo 7.^ ove fossero stati 
fatti dapprima, e ove la loro stampa si fosse incominciata 
soltanto dopo di averli compiuti . Ciò non ostante io an- 
netto a questi risultati una certa importanza, perocché 
mi convinco ogni dì più che in studi di ordine così gene- 
rale sulle funzioni, indipendenti cioè anche dalla possibi- 
lità di una espressione anaUtica per le funzioni stesse, e 
per le quali si pongono soltanto come date alcune loro 
proprietà generali, cioè quelle di esser sempre finite e 
continue neir intervallo nel quale sì studiano, la censi- 
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aerazione delle quantità che ho chiamate rapporti incre- 
mentali, e estremi oscillatorii di questi rapporti getta 
molta luce, e permette di giungere a conclusioni che 
altrimenti sarebbe forse ben più difficile di ottenere, o 
che non avrebbero quel grado di generalità che per esse 
si trova. 

Pongo in fine un lungo capitolo sugli integrali definiti, 
nel quale valendomi di quanto ho esposto nel capitolo 
precedente, giungo a dei risultati che hanno una gene- 
ralità estremamente maggiore di quella che avrei dap- 
prima creduto di potere ottenere; e per questa generalità, 
come per la novità di molti dei risultati medesiuii o dei 
metodi di dimostrazione, voglio sperare che anche il capi- 
tolo stesso non sarà trovato privo di un certo interesse. 

Con questi risultati poi, so ne potrebbero ottenere 
molti altri simili per gli integrali multipli; come in gene- 
rale si potrebbero estendere al caso delle funzioni di più 
variabili, considerate entro campi determinati a i)iù di- 
mensioni finiti o infiniti, molti dei risultati ottenuti nel 
capitolo 4.* e nei seguenti per le funzioni di una sola 
variabile. 

Io però non pubblico ora queste estensioni che d'al- 
tronde, seguendo i metodi esposti, non presentano grande 
difficoltà; e col capitolo teste indicato sugli integrali defi- 
niti pongo fine al mio lavoro che io pel primo riconosco 
incompleto. Sarò lieto se ciò non ostante, esso contribuiti 
a rendere familiari alcune osservazioni e alcuni risultati 
che in questi ultimi tempi hanno scosso per poi riedifi- 
care, immediatamente, su basi più solide i principii fon- 
damentali deir Analisi; osservazioni e risultati che, senza 
tema di errare, possiamo dire esser finora rimasti racchiu- 
si soltanto in un cerchio ristretto di cultori della scienza. 

Pisa, 10 Luglio 1878. 



Numeri incommensurabilL 

!• Prima d'intraprendere lo studio delle funzioni di variabili 
reali, è utile di esporre in modo preciso il concetto dei nimieri 
irrazionali o incommensurabili e quello di limite. 

Incominciando dall' occuparci dei numeri irrazionali, noi 
osserveremo che giunti nelP Aritmetica alla estrazione di radice, 
e riscontrata V impossibilità di eseguire coi soli numeri interi e 
firazionarii questa operazione in un numero infinito di casi, non 
ci si arresta dinanzi a questa impossibilità, ma (come già venne 
fatto per la introduzione nella Aritmetica dei numeri frazionarii) 
conviene allora tornare al primitivo concetto di numero intero e 
fratto, onde vedere se la impossibilità incontrata anziché essere 
una vera e propria impossibilità relativa a questa operazione, non 
provenga invece dal concetto ancora troppo limitato che si ha 
del numero, e se questo concetto non sia ancora suscettibile di 
una estensione colla quale vengano ad introdursi nell'Aritmetica 
dei nuovi numeri ai quali pur corrisponda qualche cosa di reale, 
almeno in generale, e coi quali le difficoltà incontrate nella 
estrazione di radice vengano a scomparire, e le altre operazioni 
dell'Aritmetica (convenientemente estese, ove occorra, nel loro 
significato) restino ancora possibili, e mantengano le loro pro- 
prietà fondamentali. 



E allora, a fare vedere che il concetto di numero, coi soli 
numeri interi e fratti, non ha raggiunto tutta la sua generalità, 
ma può ancora convenientemente estendersi, la Geometria viene 
in ajuto della Aritmetica, poiché la Geometria ci mostra che coi 
soli numeri interi e fratti è impossibile di misurare infiniti pezzi 
di linee con una data unità di misura; e ci avverte in conseguenza 
che se non altro per misurare certe lunghezze è necessario esten- 
dere ancora il concetto di numero, e introdurre nuovi mmierì 
nelV Aritmetica. 

E la Geometria pure ci fa scuoprire il modo secondo il 
quale la introduzione di questi numeri nelP Aritmetica può farsi. 

Prendiamo infatti su una retta un punto fisso e una unità 
di misura, e segnamo su questa retta a destra e a sinistra di O 
( che consideriamo come il punto zero) dei punti le cui distanze 
da rispetto alla unità di misura scelta siano espresse da numeri 
razionali (interi o fratti, positivi, o negativi). Questa divisione, 
per quanto grande sia il numero dei punti che si segneranno, 
lascierà sempre infiniti altri punti m, m^m,,., ai quali sarà 
possibile di avvicinarsi quanto si vuole segnando un numero 
sempre maggiore degli stessi punti di divisione corrispondenti a 
numeri razionali, ma che però non potranno mai essere raggiunti 
esattamente, come per es. i punti corrispondenti ad un estremo 
delle lunghezze uguali alla diagonale del quadrato che ha per 
lato unO; quando T altro estremo di queste lunghezze è in mi 
punto cui corrisponde un numero razionale. Queste distanze Om, 
Oìn\.,, non potranno dunque venire rappresentate con numeri 
razionali, ma volendo rappresentarle con numeri, sarà indispensa- 
bile di introdurre per esse dei nuovi numeri; e quando ciò venga 
fatto, esse come tutte le altre distanze da saranno esprimibili 
con numeri ( dei nuovi o degli antichi ) e il campo dei numeri 
verrà grandemente esteso. Ora, se Oìn è la distanza corrispondente 
a uno di questi nuovi numeri, si vede che le distanze corrispon- 
denti a tutti i mmieri razionali che possiamo immaginare possono 
sempre supporsi divise in due classi, le une minori di Om e le altre 
maggiori di Om, e sì le une che le altre dotate della proprietà 
che aggiungendo successivamente in ciascuna classe, e in ordine 
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(nte per quelle della prima classe e decrescente per quelle 
«Iella aeuonda, delle nuove diatunze rappresentate esse pure da 
numeri razioimli, si andrà successivamente arvicinandoBi alla 
grandezza Om, restando però sempre le prime grandezze inferiori 
alle seconde e ad Om e viceversa; e quindi il numero introdotto 
per rappresentare questa grandezza Om potrìi riguardarsi come un 
immero corrispondente a una grandezza determinata cui le gran- 
dezze delle due classi vanno sempre più avvicinandosi in modo 
da differirne meno di qualunque grandezza data, senza però rag- 
giungerla mai; o anche, se tuoIbì, come il numero che corrisponde 
alla grandezza (hn che segna Ìl contine Tra le due classi di grandezze 
io cui abbiamo detto di scomporre le grandezze corrispondenti ai 
numeri razionali. 

2. Portiamo ora nell' Aritmetica questi concetti e cerchiamo 
con essi di estendere il concetto di numero indipendentemente 
dalla Geometria, restando cioè perfettamente nell'Aritmetica. 
Immaginiamo perciò una decomposizione dei numeri razìotuiU in 
dne classi A, e A] tali che i numeri della prima classe siano 
lori di quelli della seconda e tutt'al più imo della prima sia 
naie ad uno della seconda, e in modo anche che ogni numero 
razionale che può immaginarsi possa sempre riguardarsi come 
appartenente all' una o all' altra di queste due classi (*). Allora 
potrà avvenire che, introducendo nelle due classi sempre nuovi 
tinmeri razionali in ordine crescente nella prima e decrescente 
nella seconda, coi numeri delle due classi si vada continuamente 
avvicinandosi ad un certo numero razionale n, e si finisca per 
.ungerlo, come potrà avvenire invece che estendendo quanto 
vuole col processo indicato il campo dei numeri razionali delle 
lue classi, non si riesca a trovare un mimerò razionale che segni 
il confine <ra i numeri delle due classi, nonostante che i numeri di 
qneste classi finiscano per essere vicini gli uni agli altri tanto 
luanto si vuole. 



I*) Tal< urebbo p: et: quolU scamposlibde d«i nanKiri nuioaftU in doe classi 
U qtula nelU prìuK cUue tod^oo i troTinì ì numeri niiionali il eui quadrato 
dnora di ud ilutu aumeco racioanlu il a dqIIh aswuda quolli il cui iiundrnu è 
■Kgglore di d. 
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Ora in questo secondo coso, quando i numeri commensurabili 
si riferiscano a grandezze per le quali la divisibilità alP infinito 
è ammissibile (come per le distanze contate su una retta) le due 
classi di numeri A|, A^ almeno in un inmienso numero di casi 
(come si è già visto sopra per alcune porzioni della retta), godono 
della proprietà che le grandezze ad essi numeri corrispondenti 
considerate successivamente in ordine crescente nella prima classe 
e decrescente nella seconda si avvicinano indefinitamente fra loro 
e a una grandezza unica e determinata la cui esistenza è cono- 
sciuta a priori, ma che però non può essere mai raggiunta colla 
sola considerazione delle grandezze corrispondenti ai numeri 
razionali delle due classi e che segna il confine fra le gran- 
dezze di queste classi; quindi se anche a questa grandezza 
verrà assegnato un numero corrispondente, questo numero non 
sarà razionale ma ad esso corrisponderà qualche cosa di reale ; e 
si potrà dire perciò allora che considerando successivamente e 
neir ordine più volte indicato i niuneri delle due classi A|, A^ 
almeno in im immenso numero di casi si dà luogo a un numero il 
quale sebbene non sia razionale è tale però che ad esso (come ai 
nimieri razionali) corrisponde eflfettivamente qualche cosa di reale, 
poiché ad esso corrisponde una grandezza che ha una vera e 
propria esistenza e che sebbene non possa mai raggiungersi pas- 
sando per le sole grandezze corrispondenti ai numeri razionali, è 
tale però che ad essa ci si può avvicinare quanto si vuole conside- 
rando nel senso indicato le due serie di grandezze precedenti. 

Consideriamo ora una qualunque delle precedenti scomposi- 
zioni dei numeri razionali in due classi A,, Aj, e iumiaginiamo 
aggiunti a ciascuna di queste classi sempre nuovi numeri razionali 
in ordine crescente per la prima e decrescente per la seconda. Se 
avverrà che con questo processo non si giunga mai a trovare un 
numero razionale che segni il confine fra i numeri delle due 
classi, e contrariamente a ciò che si supponeva poc^anzi, non 
sarà neppure nota a priori una grandezza determinata cui ci si 
vada continuamente avvicinando collo stesso processo, allora, 
siccome ai numeri razionali delle due classi che si aggiungono 
successivamente possono sempre immaginarsi come corrispondei\ti 
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delle grandezze determinate parti di un altra grandezza per la 
quale la divisibilità alVinfìnito è ammissibile, e qtieste grandezze 
Tanno ognor più avvicinandosi in modo che quelle della prima 
; finiscono per differire da quelle della seconda meno di 
[ualunque grandezza data e il processo stesso può continuare ad 
applicarsi indefinitamente, non sarà con traditto rio il pensare 
come esistente anche in questo caso una grandezza da riguardarsi 
come ddertninala dallo atesso processo; quindi potremo evidente- 
p niente estendere ancora il concetto di numero, sia immaginando 
ì esistente sempre una tale grandezza e assegnando ad essa 
.umero corrispondente, sìa attribuendo in ogni caso alla l'atta 
Scomposizione dei numeri razionali un segno convenzionale da 
riguardarsi come un nuovo numero al quale siamo condotti dalla 
ripetuta applicazione del processo precedente (della successiva 
introduzione cioè di numeri razionali nelle due classi A, e Aj), in 
modo che ad ognuna di tali scomposizioni venga sempre a corri- 
spondere un numero che sia o il numero razionale che eseguisce 
la scomposizione stessa, o un numero fo segno) che tenga luogo 
di quello razionale mancante e che serva in ogni caso a caratte- 
rizzare tale scomposizione. E poiché, anche indipendentemente dal 
movo concetto che abbiamo indicato per la determinazione di mia 
indezza col processo dato sopra, e indipendentemente dalla 
iappresent azione che questo concetto ci somministra così in ogni 
caso pei nuovi numeri, si ha già come sopra si è detto un immenso 
numero di casi nei quali a tali numeri viene a corrispondere una 
Tera e propria oggettiritìt, bene s' intende quanto possa essere 
àie r introdurli effettivamente nell' Aritmetica, e considerarli 
mpre come esistenti; e così, iulroiliKeniìoli ora effeUmimenti; 
u numeri razionali avremo nell'Aritmetica dei nuovi numeri 
( Bono quelli che diconsi incommensurabili o irrazionali. E 
i numeri che anche quando si ritenga il primitivo concetto 
^ 3i grandezza, hanno già una rappresentazione reale almeno in un 
inmienso numero di casi, acquisteranno sempre una tale rappre- 
sentazione quando per le grandezze per te quali la divisibilità 
E ammissibile si ammetta il concetto generale di 
e di grandezza coi processi precedenti; e indipenden- 
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temente anche da questi concetti, e se non altro per semplicità 
di locuzione, gli stessi aumeri potranno, se tuoIbì, essere consi- 
derati in modo generale come simboli o segni rappresentativi dell» 
scomposizioni corrispondenti dei numeri razionali nelle due classi 
di numeri A„ Aj tali che i numeri della prima classe siano minori 
di quelli della seconda, e tutt' al piìi uno della prima sia uguale 
ad uno della seconda, 

3, E co»l in particolare quando, come avremo spesso occa- 
sione di fare, si riferiscano i numeri alle distanze contate su una 
linea retta nel modo detto sopra, ad ogni distanza, o ad ogni punto 
su questa retta corrisponderà, secondo i casi, un numero razionala 
o un numero irrazionale ; e viceversa ad ognuno dei numeri im 
naii nuovamente introdotti potrà considerarsi come corrispondente 
una distanza o un punto sulla retta quando rispetto alla retta si 
ammetta come postulato o come assioma che se si divìdono i 
punti di essa in due classi tali che ogni punto della prima classo 
si trovi a sinistra di ogni punto della seconda esiste uno ed un 
solo punto della retta che apporta questa divisione, questa sepi 
razione definita in due classi (Dedekind), ciò che corrisponde 
in sostanza ad applicare al caso della retta il concetto generale dì 
determinazione di grandezza data sopra. K con questo postulato 
i numeri razionali e irrazionali, o, come si dice, i numeri reali, 
verranno ad acquistare tutti una rappresentazione sulla lìnea 
retta; e, volendo, invece di parlare di mmieri, potremo sempre 
parlare di punti corrispondenti su una retta. 

4. Presi poi due numeri reali (razionali o irrazionali) a e ^ e 
immaginate le due corrispondenti scomposizioni (A,, Aj), (B,, Bj) 
dei numeri razionali, se avverrà che qualunque numero che può 
immaginarsi della classe A, (o Aj) appartenga alla classe Bj (o B^) 
e viceversa, le due scomposizioni saranno identiche e i numeri 
a e 3 saranno uguali; e uguali pure dovranno riguardarsi tali 
numeri quando avvenga che uno ed un solo niimero a della ci 
A, appartenga anche alta classe Bj, giacché allora questo numero 
a sarà evidentemente il minimo della classe Bj e il massimo della 
classe A|, e quindi le due scomposizioni corrisponderanno allo 
stesso numero razionale a e sarà a=P=a. E se invece si troverà 
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cìie dne numeri « e 6 della classe A, appartengono alla classe Bj, 
allora anche tutti i uumerì razionali che possono immaginarsi fra 
a e b apparterranno ad un tempo aìla classe A, e alla classe Bj, 
e le due scomposizioni (_A„ A^), (B,, Bj) come i loro numeri cor- 
rispondenti a e p saranno differenti; e, seguendo l'analogia con 
ciò che si dice pei numeri razionali, nel caso di cui si tratta si 
dirà che a è maggiore dì p; mentre se si troverà che nessuno dei 
numeri di A, appartiene a B^ e dne almeno di B, appartengono 
ad Aj si dirà che a è minore di p; e così se si avrà a>p e P>Ti 
BÌ avrà altresì a^Y- e p si dirà compreso fra a e f. E se avverrà 
che ì numeri di A, e quelli di B, considerati in ordine crescente 
finiscano per differire sempre gli uni dagli altri in valore assoluto 
meno di un numero positivo d, si dirà che a differisce da p meno 
dì d in valore assoluto. 

5. E ora da osservare che ogni numero reale a segnerà una 
scomposizione del sistema dei numeri reali in due classi (A',, A'^) 
tali che i numeri della prima classe saranno minori di ogni 
numero della seconda e viceversa (a escluso), e a potrà consi- 
derarsi come il massimo fra quelli della prima classe e Ìl minimo 
fra quelli della seconda. Viceversa ad ogni scomposizione (A',, A'j) 
dei numeri reali iu due classi tali che i numeri della prima siano 
minori dì quelli della seconda e viceversa uno al più escluso, corri- 
sponderà sempre un numero razionale o irrazionale che effettuerà 

^la scomposizione, e che sarà cioè il massimo fra quelli della prima 
idaaae e il minimo fra quelli della seconda. È chiaro infatti che 
Ia scomposizione (A ,,A'j)ci dà anche una scomposizione (A,, Aj 
dei Qimieri razionaU tale che i numeri di A, sono tutti contenuti 
in A',, e quelli di A^ in A'j e viceversa, e alla quale corrisponderà 
numero razionale o irrazionale a: e questo numero sarà al 
i^empo stesso quello che effettua la scomposizione (A'j, A'j) 
ichè se non fosse il massimo della prima e il minimo della 
inda, ma appartenesse p: es: ad A', e in A', si trovassero anche 
ma^jiori di a, allora in A, vi sarebbero evidentemente 
ieri razionali maggiori di a, e questo è contro l'ipotesi. 

6. Più generalmente supponiamo che si abbiano due classi di 
A'j , A'g razionali o irrazionali che non contengano tutti 



i reali, ma clie siano tali che i nnmeri della classe À'| 
vadano continuamente crescendo o restino gli stesai e quelli della 
classe A'j vadano invece decrescendo o reatino gli stessi, e 
inoltre quelli della classe A'j siano minori di quelli della classe 
A'j, e considerando un numero sempre più grande di numeri dell» 
prima classe ìn ordine crescente o fissi e di numeri della seconda 
in ordine decrescente o fissi si trovi che i numeri delle due classi 
vanno avvicinandosi quanto si vuole gli uni agli altri; allora sarà 
facile vedere che esisterà sempre un numero determinato a' rar- 
zionale o irrazionale che godrà della proprietà che nessuno dei 
numeri della prima classe sani, maggiore di ti', e nessuno di quelli 
della seconda sarà minore di a', e potrà perciò essere considerato 
come limite superiore dei numeri della prima classe e limite infe- 
riore di quelli della peconda, 

Se consideriamo infatti successivamente i numeri della classe 
A"|, e così quelli della classe A"j, e immaginiamo succeasivamente 
fra due numeri qualunque dalla stessa classe a^iunti i numeii 
reali mancanti, si giungerà a formare una scomposizione (A',, A'j) 
di questi numeri in due classi A', , A', tali che i numeri della prima 
classe siano minori di quelli della seconda (uno soltanto escluso); 
e a questa scomposizione corrispondem un numero razionale o 
irrazionale a.' che la eifettuerà e che sarà evidentemente il numero 
cercato. 

Questo numero a potrà dirsi il numero corrispondente alla 
data scomposizione ( A", , A'j); e potrà dirsi anche evidentemente 
che a due di queste scomposizioni (A",, A",) (B',, B'o) corri- 
sponderà uno stesso numero quando i numeri della classe A'( a 
quelli della classe B," considerati successivamente (cioè in ordine 
crescente o fissi ), e così quelli delle classi A", e B"j considerati 
pure successivamente (cioè in ordine decrescente o fissi) finiscano 
per differire gli uni dagli altri meno di qualunque quantità data. 

Notiamo poi che per la determinazione di un tal numero a,' 
basterà anche considerare una sola delle due classi di numeri 
A'i, A"^ p: es: la A'j, poiché quando ai vogKa potremo sempre 
immaginare formata 1' altra con ima serie qualunque crescente 
o fissa di numeri nessun dei quali sia contenuto nella Ag", e tali 
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inoltre che mantenendosi sempre inferiori di quelli di quest* ultima 
elasse finiscano per avvicinarsi a questi tanto quanto si vuole. 

7. Queste osservazioni somministrano il modo di estendere 
ai numeri irrazionali i significati e le proprietà delle varie opera- 
zioni aritmetiche. 

Consideriamo perciò due numeri razionali o irrazionali a e 
P, e indichiamo con (A,, Aj) e (B|, Bj) le scomposizioni dei 
numeri razionali corrispondenti, e con a|, a^... an.... e a'|, a\.,. 
a'„... i numeri razionali delle classi A^, A^ scritti in ordine cre- 
scente e decrescente respettivamente, e con 6^, b^..bn^... e b\ 
&'),... ft'tt... i numeri razionali delle classi B|, e B^ presi pure in 
ordine crescente e decrescente respettivamente. 

Intendiamo che se a è un numero razionale, il numero a + ^ 
sia sempre (come quando ^ è razionale) il numero che corrisponde 
alla scomposizione dei nimieri razionali in due classi A'| e A^^^ 
V una delle quali contiene i numeri : 

e r altra contiene i nimieri: 

e intendiamo anche che il numero ±P+^ si* quello corrispon- 
dente alla scomposizione dei numeri razionali nelle due classi di 
numeri: 

A'2=(±6'|+a, ±b\-\-a,. . .±Vn-{-a, .. .); 

si avrà allora a±p=±p-|-«7 © si vedrà subito che coi numeri 
dati potranno formarsi le due classi di numeri: 

A''|= (a±6|,a±62 7 • • • <*±&»» » • • •)» -^"a^C ^àJ>\ ia±6'j , . . .a±6'« ,...); 

e così avremo una scomposizione (A"!, A^^) dei numeri reali 
simile a quelle considerate nel paragrafo precedente alla quale 
corrisponderà un numero razionale o irrazionale y; e questo 
numero y si chiamerà somma o differenza dei due a e p, e si scri- 
verà Y= a± p=±p-f a. 



Con questa definizione poi le dne clasBi di numeri: 

A",=(+?+«i, ±P+"i,- ±P+o ), 

A-,=(±?+a', ±f+«„ ..., ±P+»' ) 

daranno il numero ±p+a, e per le osserrazioni fatte verso la 
fine del paragrafo precedente ai vede subito cte ±p-|-a ^ a±p. 
Similmente si estenderanno ai nuovi numeri le altre opera- 
zioni aritmetiche; e con ciò tutte queste operazioni, non esclusa 
la estrazione di radice pei numeri razionali e irrazionali positivi, 
verranno sempre possibili; e i noti teoremi sulle varie operazioni 
e sulle eguaglianze o diseguaglianze pei numeri reali verranno 
anche ad estendersi ai numeri irrazionali. 

8. Infine osserveremo che, siccome ai numeri irrazionali ci si 
può sempre, come già si è detto, avvicinare quanto si vuole coì 
numeri commensurabili maggiori e minori di essi (_in modo cioè 
da differirne a ano di qualunque numero dato), dopo che sia stato 
introdotto nell' Aritmetica il concetto di limite, gli stessi numeri 
potranno essere riguardati anche come i limiti dei numeri com- 
mensurabili maggiori e minori di essi, e i risultati delle ope- 
razioni aritmetiche su questi numeri potranno riguardarsi come 
limiti dei risultati delle operazioni stesse eseguite su numeri 
razionali. 

9. Le classi di numeri (A'i, A'j) come quelle considerate 
nel §. 6 e alle quali corrisponde sempre un numero determinato a' 
potranno essere state ottenute con una legge qualunque; e sicco- 
me, se invece di esse se ne considereranno altre simili (B', , B",) 
formate con altre leggi, ma per le quali riescano soddisfatte le 
condizioni dette in fine del § 6, Ìl numero corrispondente sarà 
ancora lo stesso, si vede chiaramente che la legge da seguirsi nel 
formare queste classi di numeri, dalla considerazione delle quali 
risulta poi determinato un certo numero speciale, comporterà 
sempre una grande arbitrarietà. Ora è da osservare che quando 
si vogliano costruire effettivamente due di tali classi determinale 
di numeri, collo scopo principalmente di dimostrare 1' esistenza 
di un numero ddeYminato, che resulta poi il numero corrispon- 
dente alla scomposizione formata da tali classi di numeri, e 
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"fawarlo Buche effetti vamen le, si segue spesso un processo eh? 

dicesi della divisione successiva dell'intervallo in 2, 2*, 2',... 
2".., parti uguali, e che costituisce in sostanza un metodo di 
passaggio al limite conoaciuto giù da Euclide; e noi crediamo 
perciò conveniente di fare conoscere subito questo processo , 
servendocene per la costruzione effettiva di tali classi determinate 
di numeri, e per la dimostrazione di un teorema generale. 

Supponiamo perciò che i numeri che si presentano in un 
dato problema soddisfino a certe condizioni che sono di due 
cìassi A e B tali che se un dato numero soddisfa a tutte quelle 

|.di una stessa classe esso non può soddisfare al tempo stesso anche 
a tutte quelle dell" altra; e supponiamo inoltre che fra i numeri 
che cadono fra due numeri finiti a e p. o (servendosi di parole 
tratte dalla Geometria) fra i numeri di un dato intervallo finito 
(a. 3) (gli estremi a e p inclusi o nò) non possa esistere, tiitt'al più, 
che un solo numero che non soddisfi completamente ne alle con- 
dizioni della classe A, né a quelle della classe B; e che del resto 
se uno degli stessi numeri soddisfa alle condizioni A e non è 
l'estremo inferiore dell'intervallo (a.p) che si considera, ogni 
numero minore di esso e contenuto nello stesso intervaUo 
{l'estremo inferiore al più escluso) vi soddisfi pure, e se uno degli 
Btessi numeri soddisfa alle condizioni B e non è l' estremo supe- 
lìore dell'intervallo, ogni nimiero maggiore e situato nello stesso 
intervallo (l'estremo superiore al più escluso) vi soddisfi pure. 
Sarà facile allora, col processo della divisione successiva dell' in- 
tervallo (a,P) in 2, 2*, 2^ 2".,. patti uguali, di giungere a 

;ruire due classi determinate di numeri l' una crescente o fissa 
l'altra decrescente o fissa simili del tutto a quelle del §. 6, e tali 
«he, escluso tutt'al più uno dei numeri che in esse compariscono, 
j numeri della prima classe soddisfaranno alle condizioni A, e 
qnellì della seconda alle condizioni B; e queste classi daranno 
come al §■ 3 una scomposizione di numeri alla quale corrisponderà 
sempre un numero determinato X che cadrà fra a e p (a e p inclus,), 
e che godrà della proprietà che ogni numero minore di X che cade 
Dello stesso intervallo soddisfa alle condizioni A, mentre ogni 

jinunero maggiore di X contenuto n«Ilo stesso intervallo soddisfa 



alle condizioni B; talché con ciò ai verrà nncbe a dimostrare 1' esi- 
stenza di un tal numero X . e ai darà anche il processo che serve 
a determinarlo effettivamente. 

Si osservi perciò dapprima che dne di tali numeri X eviden- 
temente non possono esistere, e quando si pungesse in qualche 
modo a trovare che un determinato niunero |i, diverso dagli estremi 
a e p non soddisfa né a tutte le condizioni A, né a tutte le 
condizioni B, si potrebbe dite senz' altro che esso è il numero 
cercato X, perchè se ciò non fosse, e esistesse nell' intervallo stesso 
(a. p) im numero v]>[j. diverso dall'estremo superiore che aoddì- 
afacease alle condizioni A, o un numero v<iJ, diverso dall'estremo 
inferiore e die aoddisfacesse alle condizioni B, anche ji. dovrebbe 
soddisfare a tutte le condizioni A o a tutte le condizioni B. 

Si supponga ora a-Cp- e si divida l'intervallo (a, ^) nei due 

intervalli uguali (a, o:4t?J , (a+PZ^ pV Se avverrà che Ìl nu- 
mero ci-^"r.^ non soddisfi né a tutte le condizioni A ne a tutte 
le condizioni B, esso sarà il numero X cercato e sarà inutile pro- 
cedere più oltre. Se poi questo numero a-|-t? soddisfarà a tutte 

le condizioni B, ogni numero del secondo intervallo (p al più escluso) 
vi soddisfarà pure, e noi allora non ci occuperemo più del secondo 

intervallo ma del primo; mentre se a-f "ir? soddisfarà a tutte le 
condizioni A, ogni numero del primo intervallo (a al più escluso) 
vi Boddiafarìi pure, e noi non ci occuperemo più del primo ma 
del secondo; e quindi indicando con a, un numero uguale a zero 
quando a-\-'?Z^ soddisfa alle condizioni B, e uguale a uno quando 
soddisfa alle condizioni A, e anche quando non soddisfa comple- 
tamente né a tutte le condizioni A né a tutte le condizioni B (per 
comprendere anche questo coso, quantunque aia auperfluo), e po- 
nendo poi p — ai=Y ^ ir|=a-t'^a, , l'intervallo dì cui ci occuperemo 
sarà qnello da *, a «i+T, e questo godrà della proprietà che ogni 
numero situato fuori di esso e che cade nell'intervallo (a,p) (a ep 
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al più esclusi) soddisfarà alle condizioni A se esso è minore di 

X|, e alle condizioni B se esso è maggiore di ^i+o • 



Operando ora su questo intervallo f x^ , ^+-0 ) 



come si è 



operato sul primo, e ponendo x^=x^'\-^^a^^ ove o^ è un numero 
eguale a zero o a uno che si determinerà come precedentemente, 

formeremo l'intervallo [ a:^, a-^+Ji ) che sarà tutto contenuto ne- 

gl' intervalli precedenti e . che godrà della proprietà che ogni 
numero situato fuori di esso e che cade fra aep(aepal più 
esclusi) soddisfarà alle condizioni A se sarà minore di a;^ , e alle 

condizioiiL B se sarà maggiore di ar^+Ha * 

Così continuando, col porre successivamente iCy=x^-{-^^a^^ 

a?4=iC3-}-Q4^4 7 • • • Xn=XH_i-\-^aLn^ ovc le ttj, tt^, . . . oLn souo numeri 

uguali a zero o a uno che si determinano successivamente colla 
solita legge, dopo n di queste operazioni successive si giungerà 

all' intervallo ( Xw, Xn-{-~^ j che sarà tutto contenuto negli inter- 
valli precedenti e che godrà ancora della proprietà che ogni nu- 
mero situato fuori di esso e che cade fraaep(aepal più 
esclusi) soddisfarà alle condizioni A se sarà minore di a?» , e alle 

condizioni B se sarà maggiore di ^n-{-^ ; e col crescere indefinito 
di n gli estremi inferiori (x^^x^. . .Xn. ..) e gli estremi superiori 

(^iH~9 ' ^i"^'oi 1 • • • ^»*"f"o^ 1 • •) di questi intervalli successivi co- 
stituiranno appunto le due classi determinate di numeri simili a 
quelle A/, A^^ del § 6 che noi cercavamo ; e queste due classi di 
niuneri daranno una scomposizione alla quale corrisponderà \m 
numero determifiato compreso in tutti gli intervalli successivi 
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(a, P), (x^ , ^1+1) (^ai^«+^) (g^ estremi inclusivi), e 

questo numero X godrà appunto delle proprietà dette sopra. 

Preso infatti un numero qualunque (i che cada neirintervallo 
(a, p) (gli estremi a e p al più esclusi) e che sia difiFerente da X 
si potrà sempre determinare un numero n pel quale si abbia in 

valore assoluto X-|i>^ , e perciò il numero |i escirà dall' inter- 

vallo [xn^Xf^-\--^\ nel quale è pure contenuto il X, e quindi 

soddisfarà alle condizioni A se sarà minore di X e alle condizioni 
B se sarà maggiore di X,cioè avrà appunto le proprietà dette sopra. 

Notiamo poi che invece di parlare di due sistemi di condizioni 
distinte A e B e di numeri che soddisfano alle une o alle altre 
respettivamente, potremmo parlare di un solo sistema di condi- 
zioni e di numeri che soddisfano respettivamente o non soddisfano 
a queste condizioni ec....; e potremmo limitarci a costruire una 
sola serie di numeri sempre crescente o fissa, o sempre decrescente 
fissa, la quale determinerebbe ancora (§. 6) un numero X le cui 
proprietà sarebbero analoghe a quelle del numero X del caso 
precedente. 

Grappi di numeri o di ponti; loro limite 

superiore e inferiore. 

10. Dopo di avere parlato dei numeri incommensurabili, noi 
crediamo utile di esporre le seguenti considerazioni sui gruppi di 
numeri. 

Siano dati alcuni numeri reali y^ , y^ , . . yn , . . definiti da 
certe leggi o da certe condizioni in forza delle quali essi possono' 
essere successivamente determinati; ma queste leggi, o queste 
condizioni siano tutt' affatto qualunque, e il numero dei valori 
che ci daranno per le y^ , y^ • • • y** • • • ^^^ finito o infinito, o in 
altri termini lo stesso numero finisca per arrestarsi, o invece non 
si arresti mai per modo cioè che qualunque sia il numero dei 
numeri y che a un certo punto saranno stati determinati, possano 
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sempre, qnando si voglia, detenninaraene ancora dei nuovi. Dira- 
mo che questi numeri costituiscono un gruppo di numeri; e quando 
»come faremo spesso, li immagineremo rappresentati su una linea 
letta, diremo che i punti corrispondenti costituiscono km gruppo 
di punti. £ così in particolare le classi di numeri considerate nei 
paragrafi precedenti costituiranno dei gruppi speciali di numeii; 
e i punti agli stessi numeri corrispondenti costituiranno gruppi 
di punti, 

»11, Pel caso poi che ai usi, come faremo il più spesso, que- 
st* ultima denomiu azione, torna utile ctie noi diciamo fin d' ora 
che chiameremo intorno di un punto x preso in un intervallo 
finito (a. P) (gli estremi a e p inclusi o nò) ogni intervallo, auchn 
arbitrariamente piccolo ma di ampiezza sempre differente da zero, 
che goda della proprietà di essere tutto contenuto nell'intervallo 
dato e di avere il punto x nel suo interno quando questo punto è 
intemo all'intervallo dato stesso, e averlo soltanto ad un estremo 
qasndo esso è un estremo dell'intervallo dato; e cosi sarà un 

I intorno di un punto x interno all' intervallo dato ( a, P ) ogni 
intervallo (x — e, x-|-s'), ove e e e' sono differenti da zero e posi- 
tivi, che sia tutto contenuto neìl' intervallo dato stesso; mentre se j: 
è un estremo d o p, e si ha p: es: a<;^,sarà suo intomo ogni inter- 
vallo (a, a-f-e), (P — e, P) ove s è positivo, che sia tutto contenuto in 
quello dato. E dùtingueremo talvolta separatamente la parte dì 
un intomo a destra di j: e la parte dell'intorno a sinistra, inten- 
dendo con queste denominazioni le parti dell' intomo di x che sono 
respetti vam ente a destra e a sinistra di esso (il punto x incluso) 
e allora se x sarà intemo all'intervallo dato avremo sempre una 
parte di intomo a destra e una parte di intomo a .sinistra, mentre 
se X sarà un estremo «top avremo da considerare unaparte soltanto 
dell'intorno. E si intende che ai potrà parlare di intorni di un 
punto anche per intervalli di ampiezza infinita; e invece di parlare 
»di itUomi di punti potremo anche parlare di intorni di numeri, 
a toma piti chiaro e più comodo di riferirsi a puuti- 

12. Ciò posto, prendiamo a considerare un gruppo di punti 
) di numeri) y, , t/^ . . . y». . . il cui numero sia infinito, e che siano 
batti contenuti in un intervallo finito ( k, P ) (gli estremi a e p 
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inclosi o nò), e indichiamolo con G. Diremo pmUì-Umiti di questo 
gruppo quei punti x dotati della proprietà che in ogni loro intorno 
anche arbitrariamente piccolo, cadono sempre influiti punti y; e 
poiché, col processo della successiva diviaione dall'intervallo (a.p) 
in 2, 2', 2',.. 2*.... parti uguali (§.!))( osservando che dei due 
intervalli che con esso succesBivaniente si ottengono uno almeno 
deve sempre contenere i nfini ti punti del gruppo, e considerando 
successivamente l' intervallo nel quale questo avviene, o uno 
qualunque dei due p: es: il primo quando in ambedue cadono 
infiniti punti y) si giunge sempre a costniire tali punti limiti 
X, ai potrà dire sena' altro che qualunque sia il gruppo di punti 
Q che si coneidera, jHircliè contenga un numero infinito di punti, 
esigerà sempre almeno un punto-limite che potrà essere o nò uno 
dei punii del gruppo; e per un gruppo potranno anche esistere 
infiniti punti-limiti, perchè potrà avvenire che fra gli intervalli 
che 8Ì lasciano da parte succes^vainente nel processo di ditno- 
strazione indicato, ve ne sia un numero infinito nel quale cadono 
ancora infiniti punti i/. 

Ora questi punti-limiti del gruppo G costituiranno un nuovo 
gruppo di punti contenuti essi pure nell'intervallo dato («,p), 
ma che però potrà avere soltanto nn numero finito di punti e 
anche un solo; e noi, in quanto risulta da G, !o diremo con Cantor 
il primo gruppo derivato di G e lo indicheremo con G'; e ora se 
questo gruppo Q' sarà anch'esso composto di un nimiero infinito di 
punti, colla ripetizione del processo precedente potremo otte- 
nere da esso un nuovo gruppo che si indicherit con G" e si dirà il 
secondo gruppo derivato di G; e cosi in generale quando si possa 
ripetere v volte di seguito lo stesso processo, giungeremo ad un 
gruppo che si indicherà con G'*' e si dirà il v" gruppo derieaio di G. 

E poiché potrà avvenire che formando successivamente i 
gruppi derivati di G si giunga a un gnippo derivato G*^"* che 
sia composto soltanto di un numero fìuito di pmiti e che quindi 
non dia più luogo ad altri gruppi derivati, come potrà avvenire 
invece che, spingendo oltre quanto si vuole lo stesso processo, 
non ai giunga mai a un gruppo derivato composto di un numero 
finito di punti soltanto, noi potremo dividero in due specie i gruppi 
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(finiti o influiti) di punti che cadono tutti in un intervallo finito, 
dicendo gruppi di prima specie quelli che hanno soltiiuto un 
niuuero finito di gruppi derivati o anche nessuno (il qual ultimo 
caso perii avviene soltanto quando sono composti di un numero 
finito di punti), e dicendo invece gruppi di xeconda xprcie quelli 
che hanno un numero infinito di gnippi derivati. E fra i K™ppì d' 
prima specie potremo dire gruppi di prima specie e di ordine zero 

più semplicemente (senza ricordare la specie il che ora si rende 
inutile) gruppi di ordine zero, quelli che sono composti di un 
numero finito di punti e che quindi non hanno gruppi derivati; 
gnippi di ordine primo quelli che hanno un sol gruppo derivato; 
e in generale gruppi di ordine v' quelli che hanno soltanto v gru]ipi 
derivati; e cosi se G sarà un gruppo di ordine v, i gnippi 0', 
G', ■ . . G"' saranno degli ordini (v-i) , (v-») ... e zero respet- 
tivamente . 

Così p: ea; il gruppo di punti (1, i, i, !+!< ì. k+Uh \+h-) 
sarà di prima specie e di prim'ordine perchè ha soltanto un gruppo 
derivato che è quello composto dei due punti e ,J ; e il gruppo 

(1. 4,J,il-Ì,Ì,4+ì,i+l.liÌ+Ì.Ì+l,J + i.J Jsarà 

di second' ordine perchè ha un primo gruppo derivato (0,4, 

1 , J , J , ) e un secondo gruppo derivato che si riduce al 

punto zero. E invece il gruppo G dei niimeri razionali fra zero 
e 1 sarò di seconda sjiecie, perchè il ano primo groppo derivato 
G' sarà composto di tutti Ì numeri (razionali e irrazionali) fra e 
1, e i gruppi derivati seguenti saranno sempre uguali a G'. 

13. Osserviamo ora che i punti che comporranno i gruppi deri- 
vati 2." S." 4.". . . , ae questi gnippi esistono, apparterranno tutti 
effettivamente al primo gnippo dei;ivato; giacché se uu punto j; 
che appartiene al gruppo derivato G'"'', essendo m_* 2, non appar- 
tenesse anche a G', esisterebbe un intorno (.e— e, ;c-(-s') di questo 
puuto nel quale cadrebbe soltanto un numero finito di punti di G, 
o non ve ne cadrebbe alcuno, e quindi nessun punto interno di 
questo intorno apparterrebbe a G', e in conseguenza neppure a 
G', G", . . G'"', ciò che è contro l' ipotesi. 

Ne segue che, dopo ottenubo il primo gruppo derivato G', 
indo i gruppi derivati seguenti quando esistono, non sì 
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otterranno punti nuovi; e quindi in particolare si può dire che sr 
un gruppo di punti dì serotida specie è tnle che un .nm yruppir 
flerivaio contenga Udii i punti di una porzione (a, h) dell'intervallo- 
dido, anche il suo primo gruppo derivato conterrà tutti tptntfi punii. 
14. Facciamo ora osservare che i gruppi di punti di prima 
Bpecic, anche quando non sono di ordine zero, in qualunque por- 
zione (a, b) dell'intervallo («, P) in cui sono contenuti godranno 
della proprietà che togliendo dalla stessa porzione, cou iutervalli 
arbitrariamente piccoli (ma di ampiezza differente da zero), gli 
intomi di un numenj finito di p\inti, negli intervalli restanti non 
cadranno più pimti del gruppo. Supposto infatti die il gruppo 
che si considera sia di ordine v", neli' intervallo (n, b){n e b inclua,) 
non cadrà nes3im punto del v" gruppo derivato U'vi^ q ve ne cadri 
soltanto un numero finito, e formando nello stesso intervallo pw 
ognuno di questi punti (se ve ne sono) degli intomi arhitraria* 
mente piccoli e togliendoli da (a, b), otterremo mi numero finito 
di altri iutervalli (n,, 6,}, («j, 6j), ..., in ciascun dei quali noncadrb 
nessun punto del gruppo di &''-'\ o ve ne radrà soltanto un 
numero finito, perchè altrimenti negli stessi intervalli dovrebbero 
cadere anche punti di G'"'. Togliendo ora in modo simile d^lì 
intervalli (o, , 6,), («j , ba). . . i punti di G'v— ", se ve ne sono, ne) 
intervalli restanti, che saranno pure Ìli numero fluito, non avremo 
più che im numero fluito di punti di G<"~->, o anche nessuno; 
così continuando si vede chiaramente che, dopo di avere tolti suc- 
cessivamente dai vani intervalli che si ottengono gli intorni suffi- 
cientemente piccoli dei punti di Q'v\ G-v-D, Giv-*',. , . G", G che 
in essi cadono, e che evidentemente saranno in numero finito, 
resteranno degli iutervalli nei quali non avremo più punti AA 
gruppo dato. 

E però da notare che se il gruppo non è di ordine zero il 
numero dei piuiti da togliersi cosi successivamente con intorni 
Buflicìeii temente piccoli, sebbene sia sempre finito, andrà crescendo 
indefinitamente coli' impiccolire degli intorni che si toglieranno. 
Ed è pure (la notare che pel teorema dimostrato possiamo anche 
dire che pei gruppi di prima specie In ogni porzione dell'intervallo 
(a, p) esistono sempre alcuni intervalli nei quali non cadono punti 



fkl gruppo; e la stessa porzione può sempre dividersi in infervalU 
filli die la somma di quelli nei quali cadono punti del gruppo sia 
minore di quella quantità che pili ci piace a. Si osservi infatti che 
se è U gruppo dato di ordine v, e fra a e 6 (it e /< inclus.) cadono 
tn punti di G''", emè diverso da zero, gli intervalli coi quali questi 



(Bnti ai tolgono possono prendersi tutti eguali a, - 



?sflendo a. 



■piccolo quanto si vuole, o anche minori di —, e allora la loro somma 

non supererà a«. Dopo poi di avere tolti questi intervalli, se in quelli 
restanti cadranno i»' punti di G"-'i, essendo m' diverso da zero, 
gli intervalli coi quali questi punti si tolgono potranno prendersi 

uguali a -^ o anche minori, e cosi la loro somma non supererà 

•3,_i, e la somma di tutti gli intervalli tolti non supererà ^v-|-^v-i' 
e ora, cosi continuando, si vede chiaramente che ammesso anche, 
come precedentemente, che in tutti Ì successivi intervalli cadano 

ipre un certo numero di punti di tutti i gruppi G"— **, G<"— ^', . , 
,G|, Gfl respetti vamente (ciò che è il caso più sfavorevole), la som- 
ma degli intervalli che in fine saranno stati tolti non supererà : 
'3v-|-'3v-(-i-aj_j-1- , . -|-1|+0q; e quindi, siccome v è un mmiero 
finito, e le a^, 5v-ii''»-j > ■ • ''h ''o ^'^^° arbitrariamente piccole, la 
stessa somma potrà ridursi sempre minore di qualunque quantità 
data a. 

E noteremo anche che queste considerazioni intorno ai 
grappi di punti si riporteranno ai gruppi di numeri, quando invece 
che ai punti ci riferiamo ai numeri ad essi corrispondenti, 

15. Consideriamo ora un gruppo qualunque di numeri >/,, 
,Vj, . . . i/n . . . tutti finili, cioè compresi fra due numeri finiti a e p 
(a e p inclusi o nò); e indichiamo con X un numero dotato della 
proprietà che nessuno dei numeri '/ sia maggiore di X e tale inol- 
tre che, per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo o, fra 
X — -ì e X (X inclns.) esistano sempre uno o più numeri y. Questo 
numero X si dirà il limite supcriore dei numeri i/,, i/j . . . i/» , . . o 
limite superiore del gruppo; e se esso sarà uno di questi numeri 
avviene sempre, pi es: quando il loro numero è finituj allora 
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sarà al tempo stesHO il loro mtmsijno; mentre se non sarà uno degfi 
staisi numeri, allora questi numeri, quantunque compresi in ub 
intervallo finito, non ammetteranno un massimo, e X sarù soltanto 
il loro limite superiore. 

Ora, qualunque sìa il gruppo dei numeri dati ^|, ^j . . - y* ■ . • 
che supporremo tutti compresi in un intervallo finito (a. p) (gli estrt- 
Vii ae^ inclusi o fio) è facile di dimostrare che in qwsto intervaU& 
(tfli esfremi inclus.) esiste sempre per essi un limite superiore (che 
in alcuni casi sarìk al tempo stesso il loro massimo). 

Si osservi infatti che Ì mmieri dell'intervallo (a, p) (a e p 
inclus.) possono distinguersi in numeri die soddisfano respetti- 
vamente e numeri che non soddisfano alla condizione che vi siano 
numeri y maggiori di essi. Per le considerazioni generali svolte 
nel §. P, si potrà dire subito che fra a e p (a e p inctus.) esisterà 
sempre un numero determinato X dotato della proprietà che non vi 
saranno numeri .'/ maggiori di un numero qualunque superiore a X, 
mentre invece vi saranno sempre numeri j/ (\ inclus.) maggiori dì 
uu numero qualunque inferiore a X; o, in altri termini, eBL'tterà un 
numero determinato X dotato della proprietà che nessun numero y' 
del nostro gruppo sarà maggiore di X (perchè altrimenti vi aareb- 
hero uimieri >/ maggiori di qualunque numero posto fra X e i/') e 
tale inoltre che, per quanto piccolo sì prenda il numero positivo 3, 
fra X— 3 e X {X inclus.) cadranno sempre uno o più numeri y; e 
questo dimostra appunto quanto abbiamo enunciato. 

In fiimil modo considerando il limite inferiore dei valori 
yi T y» ■■■!/"-■■ si potrebbe dimostrare che qualmu/ue sia il gruppo ■ 
data dei numeri Vi , Vg ■ ■ • y- ■ ■ ■ qtuindo essi siano compresi in un 
intervallo finito (a, p) esisterà sempre in questo intervallo (ijli esft-fr- 
mi inclus.) un limita- inferiore degli stessi valori che in alcuni caat 
sarà anche il loro minimo. j 

E poi quasi superfluo di notare che quando l'intervallo nel 
quale cadono i numeri ij\, ^ì ■■!/'•■ ■ sia di ampiezza infinita, allo» 
o sarà. -|- 00 il limite superiore, o sarà — go il limite inferiore, 
o anche sarà ad un tempo -|- :» il limite superiore e — 00 il 
limite inferiore, non ostante anche che non possa dirsi propriar 
mente che fra i numeri dati vi siano numeri ;/ infiniti. 
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Notiamo poi che, come giù si disse, il limite superiore o il 
lìmite iiileriore delle classi di numeri commensurabili che detìni- 
Kono i numeri incommensurabili sono questi numeri incommeu- 
anrabili stessi; e per ciascuna delle elussi di numeri A,', A^' come 
quelle considerate nel §. 5 e nel §. G il limite inferiore n il limite 
«nperìore è il numero ad esse corrispondente. 

16. Inoltre è da notare che as i numeri !/t,>fi... y«... di un 
fruppo sono in numero infinito, e non ammettono un «iiwc/nto, il 
7 limite superiore sarà sempre un numero-limite del gruppo, e 
Hindi sarà il massimo del primo gruppo derivato; giacché se si 
i che. per quanto piccolo sia il numero positivo % fra >,-3 
yX devono cadere sempre nmiieri y, e questi sono ditferenti da X, 
Indicando con >/' uno di questi valori >j compresi fra X— o e X. e con 
f un numero positivo minore di À-y', si potrà dire che anche fra 
-fl' e X dovrà esistere un altro numero i/"; e essendo ora a' un 
mero positivo minore di X — y", fra X — i' e X cadrà ancora un 
mero y"; e così continuando si vede chiaramente che fra X e 
L — a, per quanto piccolo sia il numero positivo a, cadranno sempre 
aiti numeri y, e perciò X sarà un numero-limite del gruppo che 
i considera. 

Lo stesso dicasi del limite inferiore del gruppo di numeri 
y^... y»... quando essi non ammettono il minimo. 



Concetto dì limite. InflniteBÌml e influiti. 



17. Il concetto di limite è uno dei più fondamentali di tutta 

la matematica. Noi lo incoutrìamo nella Geometria, nell'Aritmc- 

Jiica, nel Calcolo differenziale e integrale, nell'Analisi e in tutte le 

plicozioni di queste scienze, e non si troverà perciò inutile che 

) ftyere parlato dei numeri incommensurabili, e dei gruppi di 

ieri, diciamo ora alcune cose anche su questo concetto, onde 

ì di stabilirlo in modo preciso e rigoroso. 

Abbiasi perciò una quantità reale y che pei valori che si 

isiderano di un'altra quantità j-, escluso tutt'al pitt il valore 

icolare j-=((, ha sempre un valore determinato e finito (cioè 
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che in Talore assoluto non può superare un certo numero dato), 
sia elle questi valori che si considerano ilì j- formiuo una serie di 
({iiaiitità continue o una serie di quantità discrete (costituendo 
così soltanto un gruppo infinito di valori di cui a è un punto- 
limUe). Allora se esisterà ima quantità tìnita e determinata A 
che goda della proprietà che, preso a piacere un numero diffe- 
rente da ^ero ma arbitrariamente piccolo e positivo a. coll'aTvi- 
cinarsi indefinitamente di t per valori decrescenti o per valori 
crescenti alla quantità n, che ora supponiamo finita, senza che X 
divenga mai^n, la differenza A — y finisca per dicrnite e restare 
poi roslaiiteinentn inferiore in valore assoluto al numero scelto o, 
si dirà che A è il limite dei valori che ai hanno per y qnando 
X si avvicina sempre più ad o per valori decrescenti o per valori 
crescenti; od anche che À è il limite dei valori che si hanno per y 
qnando ci si avvicina indefìnitamente ad a dalla parte destra o 
dalla parte sinistra di a, intendendo con ciò che i valori di x ri 
riguardino, come al solito, rappresentati su una linea retta. E 
propriamente si dirà che A è il limite dei valori che si hanno per 
1/ a destra o a sinistra di o, o anche, piti semplicemente, che A 
è il limite di y per ar=a a destra o a sinistra o per jr^a-^0 e 
x=a — respettìvainente (*), quando preso a piacere un numero 
differente da zero ma arbitrariamente piccolo e positivo ?, si potr& 
trovare un numero e, positivo nel primo caso e negativo nel 
secondo, tale che per tutti i valori di x che possono considerarsi 
&a a e a-\-s (a escluso) la differenza A— y sia sempre numeri 
camente inferiore a o. 

Se poi avverrà che coli' avvicinarsi indefinitamente di x ad a 
a destra o a sinistra, t/ prenda anche valori infiniti (cioè maggiori 
numericamente di qualunque numero dato) o che finiscano per 
divenire grandi quanto si vuole in valore assoluto, allora se per 
ogni numero positivo e grande quanto si vuole io si potrà trovare 
im numero differente da zero e, positivo quando i valori di x eh» 
si considerano sono a destra di a e negativo quando sono a BÌnì< 



stra, tale che por tutti i valori di x fra « e H-f-e (a escluso) y ai 
mniiteuga sempre uuigtriore di tu in valore assoluto, si dirà che i 
valori di y coU'avviciniirsi iadefinitniuentc dì x ad « a destra o a 
niustra hanno per limite ±x ; o piCi semplicemeate ai dirà che 
f per x=a & destra o a sinistra ha per limite ±30 , restandoci, 
jsl r indetermimizioiie soltanto nel segno; e quando fra n e «-j-s 
1(0 escluso) y abbia sempre Io stesso segno, allora anche il aegno 
lèi limite sarà determinato, e questo limite secondo i casi sarà 
t -f-'X5 , ora — 33 , 

E quando infine la variabile x possa crescere indefini timi ente 
K es: per valori poaitivi e secondo certe t^gi (come p: es: per 
"numeri interi), allora se esisterà un numero Unito e determinato A 
dotato della proprietà che, preso a piacere nu numero diiVcrente 
da zero ma arbitrariamente piccolo e positivo o. ai possa sempre 
trovare un nuniero positivo x' così grande che per ogni valore di 
I maggiore di x che può prendersi in considerazione, la differenza 
corrispondente sia sempre numericamente inferiore a a, si dim che 
A è il limite dei valori che si hanno per y quando x cresce indefi- 
nitamente per valori positivi, o il limite di // per jr:^-\-x> . E si 
dirà infine che y ha per limite l'infinito { positivo o negativo) per 
=±20 , p: es: per a:^-)-co , quando per ogni numero arbitra- 
leute grande e positivo w esisterà un numero positivo ■£ tale 
e per ogni valore di x maggiore tli j,', clie può prendersi in cou- 
a sempre maggiore di <» in valore assoluto; e così, 
1 




I particolare, potrem 
1 



dire che delle funzioni: (-e — «) 8 

ena: , I , , , ,. ., 

. ^ -{• sen - , la prmia ha per Jjmite 



> per x^a a destra e a sinistra di a, la seconda hn per limite 
t» per x=a a destra o a sinistra, la terza ha per limite + x> 
■■'per x^^a a destra e — oo per x^a a sinistra, la quarta ha per 
limite zero per x^-f-ao , e la quinta ha per limite +co per 
x^xp , e —yiì per x^ — », 

18. Quando poi coli' awicìnarsi di x ad « indefinitamente a 
ÌBtr& a sinistra, o col crescere indefinitamente di x per valori 



I 
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positivi negativi, y si comporti in modo che non si ven^ n 
rientrare in nessuno dei casi precedenti, allora si dirà che y non 
ba limite determinato per x=^a a destra o a sinistra respettìva- 
mente, o per xs^±x> ; e così, in particolare, se y sarà sempre 
finita, essa non avrà un limite determinato per x^^a, p: es: a 
destra, quando non esisterà un numero A che goda della proprietà 
che, per ogni valore di tj inferiore a un certo numero, esista un 
corrispondente £ (positivo) tale che la diBerenza A — y pei valori 
di rfra«e«-l'' ^'* senipre numericamente minore di n; o, iu altri 
termini, y non avrà un limite determinato per jr=^« a deatra o a 
sinistra quando, qualunque valore si attribuisca alla quantità A, 
esistano sempre dei valori di o pei quali non è possibile di trovare 
un valore per la quantità i che goda della proprietà che per tutti 
i valori di j; fra M e o-|-s la differenza A^y sia sempre numeri- 
camente minore di a . 

Similmente y non aM:à un limite detenninato per x=a a 
destra o a sinistra quando coli' avvicinarsi indefinitamente di x 
ad a prenda anche valori grandi numericamente quanto 3Ì vuole, 
ma almeno pei valori di io maggiori di un dato limite, jier quanto 
piccolo si prenda il numero s. la stessa y pei valori di a; fra o 
e ra-j-£ sia ora maggiore ora minore di ca in valore assoluto. 

Enunciati analoghi sì hanno per le condizioni di indetermina- 
zione del limite di y per x=+'Xi ; e così in particolare si può dire che 

le quantità w= sen , w^l -1 sen— per T=a a destra 

X — a X — a X— « '^ 

e a sinistra, e le quantità y^ sen x , y^j^senx per x^±cc 
non hanno limiti determinati. 

19. Queste considerazioni si estendono anche al caso in cui y 
varii insieme con più variabili .r, , .Tj , . , . .t„; Così, se «,, a^, . . 
a» sono quantità finite e se esiste una quantità finità e determi- 
nata A che goda della proprietà che, preso a piacere un numero 
differente <la z^ro ma arbitrariamente piccolo e positivo e, esìstano 
sempre delle quantità differenti da zero E| , Ej , . . . Ea tali, che pei 
valori di x, , .fj . . . .In clje possono prendersi in considerazione 
fra a, e "i-H^i , «j e «^-1-=^ ,...«« e an-f-e» res petti vamente (il 
sistema ■r,=((, , j?j=aj, . . x=an escluso), la differenza A — y sia 




■guai 



pre ntimerìcamente minore di 3 . si liìce che A è il limiti? dei 

klori che si hanno per y quando -t j, *j 3"" si avvicinano inde- 

[fnitamente ad n, , Aj . . . On per valori decrescenti o crescenti 

ijrespettiTamente secondochè le corriapondenti s,, Ej , - ■ - £■ sono 

.ti ve o negative. 

E considerazioni simili a quelle fatte sopra, trattandosi di 

sola variabile, potrebbero farsi anche adesso pei casi io cui 

presentano limiti infiniti o indeterminati, o in cui tutti o alcuni 

valori a, , «j , . . . Uh delle variabili sono infiniti. 

20. Fermiamoci ora più specialmente sul caso in cui y varia 

ieme con un altra variabile soltanto x , per valori continui 

o per valori discreti, e osserviamo che per la definizione stessa 

di limite che abbiamo dato, i valori di ;/ dalle due parti (destra e 

sinistra) del numero finito a potranno avere limiti differenti^ e 

quindi non sarebbe preciso il dire semplicemente che y per x^it 

ha per limite A, a meno che i valori di y dalle due parti .di « 

non avessero uno stesso limite, che la limitazione posta per la 

nriabilità di ^ non detemiiuasse essa stessa il scuso secondo il 

ile X deve avvicinarsi ad «; e quando useremo questa locuzione 

irrà dire che saremo in uno di questi casi, o che pel nostro studio 

sua inutile l'occuparsi del senso secondo cui x ai avvicina ad a. 

Inoltre osserveremo esplicitamente che quando anche sia 
conosciuto possa effettivamente calcolarsi il valore ya di y per 
X=a, non si deve mai confondere questo valore speciale di y per 
x^a col limite dei valori che si hanno per y dall'una o dall'altra 
parie di a. Per la definizione stessa di limite s' intende subito 
infatti che i significati di queste quantità sono bene difTereuti, poi- 
ché il limite di 1/ dipende soltanto dai valori che si hanno per y 
punti o-|-0 o « — fuori del punto limite a, e non già dal 
speciale che si avesse per y in questo punto; e mentre in 
casi queste quantità possono esistere entrambe ed essere 
lali, in altri casi può avvenire che esista il valore limite di y 
a destra o a sinistra di « e non esista il valore ffa o non abbia 
vemn significato, come può esistere invece questo valore ya di y 
aon il valore limite; o esistendo sì l'imo che l'altro possono 
differenti. 
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fiQYl(x ci) 

Così p: es: 1 ." Se i valori di y saranno quelli di -, il valore 

j/o di y per x=a non avrà alcun significato, mentre il valoref limite 
per x=a a destra o a sinistra di a sarà uno ; e se i valori di y 
saranno quelli della derivata della funzione che per x diverso da 

a è uguale a (x — a)* sen e per x=a è zero, allora siccome 

ii/ ' "(ir 

per X diverso da a sarà: 

i/=2(x — a) sen — cos , 

•^ ^ ^ x—a x—n 

e per x=a sarà invece: 

,. /t^senY 

hm n ^ 

il valore ija di y per x=a sarà determinato e uguale a zero, mentre 
il valore limite dei valori che si hanno per y quando ci si avvicina 
indefinitamente ad a a destra o a sinistra sarà indeterminato. 

2.° Se i valori di y pei varii valori di x saranno quelli della 
serie: 

sen .17 sen 2.r sen Zx 

~\ 2~ "^ 3 • • " 

allora il valore y^- corrispondente a x=;r sarà zero, mentre il 
valore limite dei valori di t/ a destra di ir sarà (come vedremo in 

seguito) — Q ^* e quello a sinistra di iz sarà ^r . 

Lo stesso dicasi dei valori limiti per j:^=go . 

Notiamo però che, almeno generalmente, non si parla di limite 
di y per Xz=a (a destra o a sinistra) altro che quando il valore ya 
non è definito, o quando, essendo conosciuto, è differente da quello 
del limite, o quando infine non vuole considerarsi insieme cogli 
altri valori o non può ottenersi collo stesso processo che determina 
gli altri valori di y a destra o a sinistra di a, sia perchè questo 
processo per ar=a non ha più significato, sia perchè lo stesso 
valore ya deve essere effettivamente determinato con un processo 
differente. E in generale quando si parla di limite vi è l' idea di 
non potere mai raggiungere il valore limite stesso. 



21. Ricordiiimo poi che intorno ai limiti si hanno i noti 
teoremi relatiri ai limiti dello somoic, dei prodotti ec. (luaudo ì 
termini o ì fattori che compongono queste somme o questi pro- 
dotti sono iu numero finito e hanno limiti determinati e finiti ; e 
facciamo osservare esplicitamente che questi teoremi sui limiti 
delle somme o dei prodotti di più quantità non possono applicarsi 
rigorosamente (altro che sotto certe condizioni) al caso in cui il 
numero dei termini della somma o dei fattori del prodotto sia 
infinito (cioè possa supporsi maggiore di qualunque quantità asse- 
gnabile) o cresca indefinitamente coH' avvicinarsi di j; ad a o col 
crescere indefinito di x; che anzi in molti casi es^i non sono aifatto 
vaiasti, e se ne ha un esempio nella serie precedente: 



HbccU 
Btutn 



8eii2x 



■ + ■ 



aSx 



ihè in questa, mentre il limite della 
1 



di7cé 



i a sinistra ì 



somma per x^tc a 
la somma dei limiti dei 



differenti suoi termini è zero , 

22. I teoremi ora ricordati servono in molti casi a rendere 
più semplice la ricerca dei limiti, ma bene spesso questa ricerca 
resta ancora difficilissima. Sovente però non è necessario di ese- 
guirla effettivamente, e basta limitarsi a con.<itatare l'esistenza di 
un limite finito e determinato A per la quantità */ che si consi- 
dera; e per questo basta allora appoggiarsi sopra Tuno o l'altro 
dei due teoremi che ora passiamo ad esporre. 

D primo di questi teoremi serve pel caso in cui il valore di x 
i cerca il limite di // è finito, e dice che: Af/incM i 
lori di y a destra o a sinistra di un numero finito a, p: es: a 
Chiana un limite determinato e finito, è necessario e saffi- 
•. die per oyni natnero arbitrariamente piccolo e positivo a 
positivo s ttde che In differenza ija^t- j/o+J fra il 
e yati di ij per a;=a-}-s e un aitro qualunque ya+j dei valori 
1 corrispondenti ai valori o-(-5 di x fra a e a^s (a escluso), 
I numericamente minore di a . 

Per dimostrare questo teorema, si osserva prima che se esiste 



un limite- determinato e finito A pei valori di y a destra di a, per 
ogni valore di a esisterà un numero s pel quale si avrà in valore 

assoluto A-;/o.i<Cqi A-i/„5<;-, e quindi anche 'Jan- ya^<ì<j7, 

per tutti i valori di S inferiori ad t, escluso lo zero; e si conclude 
perciò intanto che la condizione contenuta nell'enunciato del teo- 
rema è necessaria. 

Per dimostrare poi che la stessa condizione è anche sufficiente, 
sì osservi che se è soddisfatta, e se e, è un valore di i corrispon- 
dente al valore n, di a, indicando con «, un valore qualuni^ue di y 
corrispondente a un valore di J fra « e a-|-i, (n escluso), potremo 
formare due numeri it,— 2^, e a,-f-2fj, che comprenderanno tutti 
i valori che si possono avere per y quando si fa variare x fra a e 
a-f-Ej (a escluso), e in luogo di questi potremo prendere anche i 
numeri ai-47| e a,-]-43,. Preso poi un altro ninnerò aa minore di 

~ e trovato il corrispondente Ej ^ Ej, si formeranno due nuovi nu- 
meri Oj — 2f3j, «^-(-214, e questi 'comprenderanno i valori che si 
avranno per 1/ facendo variare J; fra a e a-|-5j e saranno eviden- 
temente compresi fra a, — 3-3, e a^-|-3^„ e in luogo di essi potremo 
prendere i numeri Oj — 4'3j e aj+4aj uno almeno dei quali sarà 
differente dai precedenti «j— 4o, e a^-\-iJ„ essendo però tutti e 
due compresi fra questi; e così continuando giungeremo a for- 
mare due serie di numeri: 

A',={a,— 4a, , a,— 4-J, , «3—433 , . . . ) 

A'ì=(a,+4i, , «,+4^, , «3+4^3 . . . . ) 
che daranno luogo ad una scomposizione (A'„ A'j) di ima serie di 
numeri in due classi come quella considerata nel g. G; e il numero 
determinato e finito A che corrisponderà (§. 6) a questa scompo- 
sizione sarà appunto, come è facile a riscontrarsi, il limite dei 
valori di y a destra di «; talché si può ora evidentemente conclu- 
dere che la condizione contenuta nell' enunciato del teorema dato 
sopra è anche sufficiente per l' esistenza del limite, e questo limite 
può anche essere trovato effettivamente col processo atesso che 
qui si è tenuto per dimostrarne l' esistenza. 



[ 
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23. la modo del tutto simile si dimostra l' altro teorema di 
sopra abbiamo parlato, che serve utilmente pel cnso in cui si 

cerca il limite di </ per valori infiniti della variabile x, e che può 
entinciarsi dicendo che: Affincìiè i vfihri di y per vigori ìnfinila- 
me»te grandi di x positivi o nftjntiei, p: es: per valori ponitim, 
abbiano un limite finito e determinato, è necessario e sufficiente che 
ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo rt esista un 
o positivo x talmente grande che per qjtalunijue valore 
:posifivo di X maggiore di x' si (d)bin sempre in valore assoluto 
Ite— y«<o- 

È da notare che questi due teoremi possono anche leg^r- 
ite modificarsi sostituendo nel primo alla differenza ya*t-Ha -hT 
[l'altra y<i,s'- y^'i fri due valori i/n+(j e ya*S' di y eorrispondenti 
A dne valori qualunque a+5 e «-j-S' di x compresi fra o e «+s 
(oesclueo), e ne! secondo sostituendo alla differenza j/i'-yt la 
differenza ffr,— Jr fra due valori di y corrispondenti a due valori 
qualunque i e a-, dì r non inferiori ad .r'. ' 

24. Supponiamo ora che Ì valori che si considerano di y a 
l^destra o a sinistra di «, o per valori crescenti indetinitamente 

iti X siano sempre finiti ma non abbiano un limite determinato. 
Allora pei due teoremi precedenti dovranno esistere certi valori 
dì a pei quali non è più possibile di trovare il numero e o il 
sumero x' corrispondente; e quindi, se saremo p: es: nel primo 
caso, indicando con a uno di tali numeri positivi e sufficientemente 
piccoli, e con (a, «+e) un intervallo qualunque a destra o a 
Koistra di « {<t escluso), esisterà in questo intervallo un pimto 
3 pel quale si avrà numericamente ya+i-^OTiJ^o, e poi anche 
lU' intervallo («, a~\-ò) (a escluso) esisterà un punto a+5' pei 
le sì avrà numericamente ya-.(ì-ydtj'>a, e nell' intervallo 
0+8') esisterà ancora un punto a-\-S° pel quale si avrà pure 
[eneamente ya+j—y,!» j"^3, e cosi di seguito indefinitamente. 
Osservando dunque che ;/ si mantiene finito in tutto l'intervallo 
(a, a+s) e cosi anche nei seguenti, ai concluderà che le diffe- 
renze successive pa*i-ya-,i , .'/o.j-.Vatj', ya.5'-!/otrf".... uou do- 
ino avere sempre lo stesso segno; e quindi poiché osservazioni 
loghe possono farsi anche per l'altro caso in cui y deve crescere 
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ìrulefioitameiite, si potrà ora evidentemente concludere che quando 
i valori di y roìl'avvieinarsi inde/in ìtiitiientf di x ad a, n destra o 
a sinistra, o col crescere indefinitamente di x si mantengono sempre 
finiti ma non hanno un limite determinata, essi dovranno oncHlare 
continuamente, e almeno alcune di tali oscillazioni dovranno farsi 
sempre fra limiti differenti fra loro più di una quantità diier- 
mìnata diversa da zero; come avviene p: es: nel primo caso per 

la fianzioue sen^ — , e nel secondo per la funzione sen jr. 

x-a '^ 

E per quanto abbiamo detto nel §. 18 si avranno oscillazioni 
nei valori di _?/ anche quando coli' avvicinarsi indefinitamente ^ x 
ad a a destra o a sinistra o col crescere indefinitamente di t, y 
finisca per prendere anche valori maggiori di qualunque quantità 
data senza però che possa dirsi che ha per limite l' infinito; ma 
allora i limiti entro i quali ai faranno le oscillazioni finiranno 
per essere discosti di più di qualunque quantità data, o, come si 
dice, queste oscillazioni finiranno per avere un ampiezza maggiora 
di qualunque numero dato. 

È però da notare che oscillazioni nei valori di y potranno 
avvenire anche quando ìl limite di questi valori per x^=a a destra 
o a sinistra o per J"=X sia una quantità finita e determinata A, 
giacche dalla definizione di limite non viene di necessità che, a 
partire da im certo valore di S, o di x, la differenza yotJ-A o l'altra 
y* — A col diminuire indefinitamente dì 3, o col crescere sempre 
più di X, conservi sempre lo stesso segno, o vada sempre dimi- 
nuendo in valore assoluto; ma in questo caso però queste oscilla- 
zioni finiranno per avvenire fra limiti vicini più di qualunque 
quantità data, o, come si dice, finiranno per avere tutte una 
ampiezza minore di qualunque numero dato, senza però che sia 
necessario che questa ampiezza ('■■be pure diminuisce oltre ogni 
limite ) vada rostantemenfe diminuendo. 

E così anche potranno aversi oscillazioni nei aoliti valori 
di y quando il loro Limite eia l' infinito. 

25. Le osservazioni precedenti conducono subito a dimo- 
strare che: Se coli' aovicinarsi di x ad una i/iiaiUità finita a, a 
destra o a sinistra, o col crescere indefinitamente di x per valori 
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positivi per valori negativi, p: es: per valori positivi, un' altra 
quantità y conserva sempre lo stesso segno e non cresce o non 
decresce mai in valore assoluto, restando però sempre minore di 
un certo numero finito, essa per .c=a a destra o a sinistra o per 
X = X avrà un limite determinato e finito ; giacché, siccome i 
valori di 1/ sono sempre finiti e non possono oscillare coir avvici- 
narsi indefinitamente di a: ad a a destra o a sinistra o col crescere 
indefinitamente di ar, essi per le osservazioni del paragrafo prece- 
dente dovranno tendere verso un limite finito e determinato. 

Notiamo che questo teorema risulta subito anche dalle con- 
siderazioni generali esposte nel §.15 intomo ai limiti superiori e 
inferiori dei gruppi di numeri, poiché si dimostra facilmente che 
pei gruppi di numeri formati dai valori di y nel caso in cui questi 
valori non vadano crescendo e in quello in cui non vadano decre- 
scendo, il limite inferiore o superiore respettivamente é il limite 
degli stessi valori y. 

E notiamo anche che da questo teorema risulta che, se col- 
Tawicinarsi di x ad una quantità a a destra o a sinistra, o col 
crescere indefinito di x, una quantità y finisce per non crescere o 
non decrescere più, essa per x=a o per x=oo avrà sempre un limite 
finito o infinito. 

26. Prima di lasciare questo soggetto dei limiti esporremo 
anche le seguenti definizioni e osservazioni generali. 

Si dice che una quantità y diviene infinitesima, col tendere 
di j? ad a a destra o a sinistra o col crescere indefinitamente di x, 
o anche, per semplicità di locuzione; per x=a a destra o a sini- 
stra o per x=± 00, quando il limite di y per x^a a destra o a 
sinistra o per x=± 00 é uguale a zero. E si dice invece che una 
quantità y per x=a a destra o a sinistra o per x=^± 00 diviene 
infinita, quando coir avvicinarsi indefinitamente di a: ad a a 
destra o a sinistra o col crescere indefinitamente di x per valori 
positivi o per valori negativi, y finisce per prendere anche valori 
grandi quanto si vuole e ha per limite ±00 ; e talvolta eccezio- 
nalmente si dice che y diviene infinita per x=a a destra o a 
sinistra o per a:=±oo anche quando, sebbene, col solito variare 
di X, y prenda anche valori numericamente maggiori di qualunque 
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quantità tlata, non ha però propriamente vemu limite (§. 18). 
E usando queste locuzioni, faremo esplicitamente osservare che 
per quanto fu notato nel §. 20, il dire in modo assoluto che una 
quantità y ^ zero o infinito per j-^=«, o per x=±oo , quando questo 
±00 di X si riguardi non come un limite ma come un valore spe- 
ciale di X, non è lo stesso che dire che essa diviene iiifinifesitna o 
infinita per x^a a destra o a sinistra (o spmplicemente perx^o 
quando il senso aia indifferente ), o per ìc=±qo , quando il ±oo 
si riguardi come limite di valori sempre crescenti di x; giacché in 
questi ultimi caai non si tratta di un valore speciale di y per un 
valore particolare di x, ma si tratta del limite o del limite supe- 
riore o inferiore di una serie di valori .V. E in generale si deve 
notare che il concetto d' infinitesimo non può affatto esser 
disgiunto da quello di limite, e quando si dice che una quantità 
;/ è o diviene infinitesima per x=^a non si può mai parlare di un 
valore determinato di ;/, ma di una quantità il cui valore va 
impiccolendo fino a divenire e restar poi sempre minore di quar 
lunque quantità data per modo che il suo limite per x=a 
sia zero. E si può osservare inoltre che mentre la somma 
algebrica anche di un numero infinito di quantità tutte eguali a 
zero in modo assoluto è sempre zero, la sonuna algebrica di un 
numero infinito di quantità infinitesime può non essere né zero 
ne infinitesima, e può invece avere per limite anche l'infinito, o 
essere indeterminata, poiché come già fu osservato il limite della 
somma di un numero infinito di quantità può non essere uguale 
alla somma dei loro limiti. 

27, Si abbiano ora due quantità y e y^, che per x=a a destra o 
a sinistra o per a;^+ oo divengono insieme infinitesime o infinite, 
e supponiamo che di esse almeno la seconda non prenda mai il 
valore zero o il valore infinito quando ;r è differente da a e 
sufficientemente vicino ad a, o quando x è sufflcentemente grande. 

Allora il rapporto — avrà un significato, e per x^a a destra o 

Vi 
a sinistra, o per x^± oo, potrà avere per limite zero o una quan- 
tità finita e determinata, o + oo, o non avere un limite determi- 
nato; e noi nel primo caso diremo che y per x^a a destra o a 
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sinistra o per x=±ao diviene infinitesima o infinita di ordine re- 
spettivamente maggiore o minore di y^^ nel secondo che y ^ y^ 
divengono infinitesime o infinite dello stesso ordine, e nel terzo 
che y diviene infinitesima o infinita di ordine respettivamente 

minore o maggiore di ^|. E nel quarto caso poi, se il rapporto —, 

Vi 
senza avere on limite determinato, resterà sempre in valore asso- 
luto maggiore di un certo nùmero differente da zero e positivo e 
minore di un certo numero pure positivo e finito, si potrà dire anco- 
ra che per a;=a a destra o a sinistra o per qc=±. oo, j/ e y^ divengono 

infinitesime o infinite dello stess* ordine, mentre se il rapporto — 

Vi 

potrà anche accostarsi quanto si vuole a zero o passare per zero, 
restando però sempre minore in valore assoluto di un certo numero 
positivo, potremo dire soltanto che y diviene nei soliti casi infini- 
tesima infinita di ordine non minore o non maggiore respettiva- 
mente di j/i, e se il rapporto ~ non potrà accostarsi a zero col 

suo valore assoluto più di una certa quantità, ma potrà prendere 
anche valori numericamente maggiori di qualunque numero dato, 
allora potremo dire soltanto che y nei soliti casi diviene infinite- 
sima o infinita di ordine non tnaggiore o non minore respettiva- 

mente di y^; e nel caso infine che il rapporto — possa al tempo 

Vi 
stesso accostarsi quanto si vuole a zero o passare per zero e 

prendere valori numericamente maggiori di qualunque numero 

dato, non potremo propriamente paragonare, come negli altri casi, 

gli ordini di infinitesimo o di infinito di y e di y^, 

28. In particolare se le quantità yi={x — a)*", e yi=-^ i 

Cu 

ove m è positivo, si riguardano come infinitesime di ordine m per 

x=a o per a:=±oo, e le quantità y^= z r^, y 1=0^^1 ove m 

è pure positivo, si riguardano invece come infinite di ordine m 
per x=a o per x=± 00, potremo dire che per a:=a a destra o a 
sinistra o per x=± 00, y sarà infinitesima o infinita di ordine m 
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se le quantità -. — ^^-r^i af*y, o le altre {x—aYy^ -^j;^ respettiva- 

\X — CI) d/ 

mente, coiravvicinarsi indefinitamente di a; ad a a destra o a 
sinistra, o col crescere indefinitamente di x per valori positivi o 
per valori negativi, tenderanno verso limiti determinati e finiti 
diflferenti da zero, o oscilleranno fra numeri finiti mantenendosi 
però sempre discoste da zero più di un certo numero determinato. 
E dietro queste denominazioni si avranno quantità y che di- 
verranno infinitesime o infinite di ordini positivi determinati razio- 
nali (interi o fratti) o irrazionali. Oltre a ciò si può osservare cke 
le quantità log {x — a), log* {x — a), log^ {x — a), ... e così le potenze 
e i prodotti di queste quantità, o almeno le loro parti reali, per 
x=^a divengono infinite, ma il loro ordine d' infinito non può 
dirsi determinato, e deve riguardarsi come minore di qualunque 
quantità data, sebbene differente da zero, perchè per m^ m^, m^,... 
mn positivi e per n finito i prodotti della forma: 

(ar-a)"[log(x-a)r[log«(a;-a)]'^...[log«(a^(i)]"" 

per x=a hanno sempre per limite zero. Similmente le quantità 
log Xy log* a:, log^ a:,... e così i loro prodotti e potenze (o le loro 
parti reali) col crescere indefinito di x per valori positivi o per 
valori negativi divengono infinite, ma di un ordine che può sol- 
tanto riguardarsi come minore di qualunque quantità data, seb- 
bene differente da zero; talché possiamo dire che, oltre agli infinite- 
simi e infiniti di ordini detenninati razionali e irrazionali, avremo 
altri infinitesimi e infiniti che rispetto alP ordine non saranno 
comparabili con questi altro che nel senso del maggiore o del 
minore; e tali p: es: saranno per x=a gli infinitesimi delle 
quantità della forma: 

(x—a) log (x—a) log' (a?— a)... log" (x—a) 

ove n è finito, e gli infiniti delle quantità: 

1 

(x—a) log (x—a) log* (x—a) . . . ]og~ (x—a) ' 

che sono propriamente di ordine inferiore al primo, ma non di 
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1 online determinato, poiché si trova aoltanto clie quest'ordine 
rreV'be differire dal primo meno di qualunque quantità data. 
Notiamo ancora che come i logaritmi conducono ad esem- 
K]ni di quantità che divengono infìnitesime o infinite di ordini 
; non sono determinati, e che in certo modo possono venire 

pudatì come infinitesimi, le esponenziali e *"", e ci danno 
trece eaempii di quantità che divengono infinitesime o infinite di 
ordine superiore a qualunque quantità data, o, come si dice, di 
ordine infinito. 

Infine osserviamo che gli infiniti di una quantità quando sono 
di ordine determinato, possono venire riguardati come infinitesimi 
di ordine negativo e viceversa. 

Concetto di ftmzione. — Continuità e dÌBcontlnuità. 



20. Premesse le considerazioni precedenti sui numeri incom- 
mensurabili, sui gruppi di punti, e sui limiti, passiamo a occuparci 
delle funzioni, e incominciamo dallo stabilirne il concetto per 
quelle di una sola variabile reale. 

Gli anticlii usarono dapprima la parola funzione per espri- 
mere le varie potenze di una stessa quantità, e solo da Leibnitz, 
dai Bernoulli e più specialmente poi da Eulero fu esteso Ìl concetto 
di funzione fino a comprendere tutte le espressioni analitiche che 
contengono in un modo qualunque le variabili corrispondenti. Nel 
secolo attuale poi Dirichlet dette per la parola funzione un signi- 
ficato indipendente da qualunque ipotesi sulla possibilità di una 
espressione analitica, e chiamò funzione di una variabile reale x 
in un dato intervallo ogni quantità y che per ogni valore speciale 
di X compreso nello stesso intervallo {gli estremi inclusi) ha un 
calore m«im e determinato che è conosciuto o puiJ sempre aversi, 
seuza occuparsi se la determinazione di questo valore di y si 
faccia per mezzo di operazioni analitiche sulla variabile stessa x, 
o in altro modo qualunque. 

Noi adotteremo questo concetto di funzione, limitandoci 
specialtnente alle funzioni reali e finite; e così p: es: sani funzione 



di X in un intervallo qnalunqiie la quantità y che è aoiiima della 
serie sempre convergente: 



2(-i) ^ 



perchè per ogni valore di x in quell'intervallo y avrà uo valore 
finito e detennioato; e sarà funzione delta x in un certo intervallo 
una quantità y clie pei valori razionali di x nello stesso intervallo 
è uguale a zero e pei valori irrazionali è uguale ad uno; e sarà 
pure funzione tU i in un dato intervallo una quantità che pei va- 
lori razionali di x nello stesso intervallo è uguale a ar e pei valori 
irrazionali è uguale a x',..,. Invece se per una quantità y fosso 
detto soltanto che in nn intervallo che comprende il punto x^O 

essa è uguale a sen- , non si potrebbe considerarla come funzione 

di X in tutto lo stesso intervallo, perchè il suo valore per t^Q 
non Siirebbe determinato; e solo diverrebbe una funzione di » 
in tutto lo stesso intervallo quando le si assegnasse un valore 
speciale qualunque anche per x=(i, come p: es: quando si stabi- 
lisse che per j;^0 essa prende il valore zero. 

E qui è da osservare che definite le funzioni in un modo cosi 
generale, finché non si pongano altre condizioni non si avranno 
per esse proprietà generali che includano delle relazioni fra t 
valori che esse hanno in punti differenti qualunque (cioè per Talorì 
differenti di x) quand'anche questi punti si suppongano arbi- 
trariamente vicini l'uno all'altro, perchè i valori che esse avranno 
in tali punti potranno essere tutt' affatto qualunque e indipen- 
denti del tutto gli uni dagli altri; (e ciò nonostante che debbano 
esservi certe leggi determinate mediante le quali riescano deter- 
minati i singoli valori della funzione in ogni punto, giacché 
evidentemente senza queste leggi, essendo infiniti i punti di un 
intervallo qualunque, non si potrebbe mai dire pienamente deter- 
minata la funzione); talché in particolare, senza fare qualche 
limitazione, non si potrà affatto parlare di continuità, di differen- 
ziabilità ec. . . . 
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E con tale definizione si dà luogo naturalmente anche alla 
(manda * se, conservando tutta la jfcneralità contenuta nella 
« definizione, una funzione y di J data in un certo intervallo 
« possa sempre o nò esprimersi analiticamente per tntti i valori 
« della variabile nell'intervallo stesso per una o più serie finite o 
* infinite di operazioni di calcolo da farsi sulla variabile >, e a que- 
sta domanda, nello stato attuale della scienza, non può ancora 
rispondersi in modo pienamente soddisfacente, poiché, quantunque 
sappia ora che per estesissime classi di funzioni e anche per 
lioni che presentano grandissime singolarità può darsi una 
iressione analitica, resta però ancora il dubbio che. non facendo 
nessuna limitazione, possano anche esistere funzioni per le quali 
ogni espressione analitica, almeno cogli attuali segui dell'analisi, 
è del tutto impossibile. 

Volendo ora fare uno studio sulle funzioni di una variabile 
le X quali le abbiamo definite, incominceremo dal cercare quali 
istinzioni possono farsi in esse quando si ha riguardo alla 
continuità o alle discontinuità che esse possono presentare pei 
differenti valori della variabile nell' intervallo che si considera. 

30. Indichiamo perciò con f (.r) la funzione che consideriamo 
in un intervallo finito (a. p) e ricordiamo espressamente che per 
la definizione che abbiamo data, essa avrà un valore unico e 
determinato ìn ogni punto dello stesso intervallo (i limiti inclus.); 
e a meno che non si avverta espressamente il contrario, suppo- 
niamo sempre che essa sia reale e sia finita { cioè i suoi valori 
siano tutti compresi fra due numeri finiti ). 

Diremo che essa è conlìnvn per .r = n o nel punto a ove 
ha il valore /"(«). quando per ogni numero differente da zero 
ma arbitrariamente piccolo e positivo tj, esisterà un numero 
differente da zero e positivo e tate che per tutti i valori di 5 
numericamente minori di e la differenza f ( a-|-S ) — /" {«) sia 
numericamente minore di a; o, in altri termini, diremo che f (x) 
è continua nel punto x^a ove ha il valore /"{«), quando il limite 
dei suoi valori a destra e a sinistra di o è lo stesso ed è ugnale 
a /■(«), o anche, se vuoisi, quando le quantità f {n-fA) e f {a — A), 
ove A è positivo, per A^o hanno per limite f (o); o anche infine 
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qufindo le qtmntità f(a-\-h) — /"(")• /'('* — '*) — fi") divengono 
infinitesime insieme con h. 

Diremo poi che f (x) è discontinua per x=^u quando non 
esiste per ogni valore positivo di a un valore corrispondente 
positivo di 6 tale che per tutti i valori, di S numericamente minori 
di 6 si abbia sempre numericamente f {a-\-S) — f(a) <jj; o in 
altri termiuì, diremo che f (t) è discontinua per x^a quando i 
valori f (a-\-k) di f (.r) a deatra di a e quelli f (a — h) di f (x) a 
sinistra di a non hnnno limiti determinati si gli uni che gli altri, 
o avendoli sono differenti dalle due parti di a, o essendo ugnali 
differiscono dal valore f (a) che ha la fiinzione nel punto a. 

S'intende però che se a fosse un estremo a o p dell' intervallo, 
allora, tanto nel caso della continuità quanto in quello della 
discontinuità, non si potrebbe parlare di valori di f (') altro che 
da una parte di questo estremo, e quindi non si potrebbero consi- 
derare che i valori ili f (n-\-h) o quelli di f la-h), e il valore f(a). 

31. Faremo poi sulle discontinuità che f (j:) può presentare 
nel punto a, le seguenti distinzioni. 

1.° Nel caso che Ìl punto a non aia un estremo dell'inter- 
vallo e la discontinuità che si ha in questo punto sia di quelle 
per le quali i valori f (a-\-h) e f (a— A) di f (t) a deatra e a 
sinistra di a hanno uno stesso limite determinato A ma differente 
dal valore f (a) di f (x) nel punto a, allora siccome la continuità 
della funzione in questo punto potrebbe ristabilirsi quando invece 
di f{(t) ai prendesse A pel valore della funzione nel punto stesso, 
noi diremo con Riemanu che si ha in a una dinnmtinitità cJié può 
togliersi mutando il valore della funzione in quel punto. 

2." Nel caso poi clie il punto (/ ove f (x) è discontinua non 
aia un estremo dell'intervallo, e cbe i valori di /"(x) da una parte 
di a abbiano per limite f (a), e quelli dall'altra parte non ab- 
biano verun limite determinato o lo abbiano differente da f (a), 
si dirà che f {x) è continua da una parte (a destra o a sinistra) dì 
o e è discontinua didl'nlira, o più semplicemente si dirà che f {x) 
è continua o è discontinua soltanto da unapaiie di a. (*). 

(*) È d« ngUro dio ar& div il lii il i 
da uni parta dì iiutaU jiiiubi, si può dire 
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3,° Se da una parte di uu punto a si ha discontinuità in 
f ('■*)• fi queata discontinuità è tuie che i Talori di f (J.') dalla 
piute di a hanno un limite determinato, si dirà che essa è 
una discontinuità ordinaria o discontinuità di prima specie; 
mentre se gli stessi valori di f (x) non hauno un limite determi- 
nato, la discontinuità si dirà di seconiìa specie; e cosi le discon- 
tinuità che poasono togliersi mutando il valore della funzione nel 
ponto corrispondente saranno sempre discontinuità ordinarie 
dalle due parti di questo punto; e quando la funzione f (x) in un 
punto a che non è nn estremo dell' intervallo sarà discontinua, 
potrà avvenire che essa sia continua da una parte di a e dall' al- 
tra abbia una discontinuità ordinarìa o una discontinuità di 
seconda specie, o, essendo discontinua dalle due parti di a, abbia 
da ambedue le parti una discontinuità ordinaria o una dùconti- 
nuità dì seconda specie, o abbia invece da una parte una 
discontinuità ordinaria, e dall' altra una discontinuità di seconda 
specie ; e cambiando il valore della funzione in questo punto 
potremo sempre togliere la discontinuità almeno da una parie se 

è di prima specie, ma non già se è di seconda specie. 

E cosi quando il punto di discontinuità di f (-c) sia un 
estremo dell'intervallo, so la discontinuità sarà di quelle che ora 
abbiamo chiamate ordinarie potremo anche riguardarla come una 
di quelle che possono togliersi mutando il valore della funzione 
in quel punto. 

32. Merita poi di essere osservato che quando da una parte 
>di un punto « si avrà una discontinuità di seconda specie, i valori 
dì /^(x) coli 'avvicinarsi indefinitamente di x ad a dalla stessa parte 
iranno continue oscillazioni ( in numero infinito) di ampiezza 
maggiore di un certo numero dato ( §. 24), perchè allora questi 
valori di f (x) non avranno un limite determinato. E di ciò si ha 
QD esempio nella funzione che pei valori di x differenti da a è 



n|i>ti di z compresi In un intemllo (a, n+e) a 

QUO (I. 20) ìd cui il valrirc j„ di , p«r ^^« e. 

h kinno |Hir ji B iliwtrn o a Binìstn ài a, A toltnnto 
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ugnale a sen e per x=a è zero, poiché questa funzione per 

x=a a destra e a sinistra ha una discontinuità di seconda specie, 
e coir avvicinarsi indefinitamente di x ad a dal? una o dall^ altra 
parte di a oscilla continuamente fra — 1 e 1. 

Inoltre si può anche notare che una funzione continua a 
destra o a sinistra di un punto a, o che abbia semplicemente una 
discontinuità ordinaria da una delle due parti di questo punto, 
potrà fare essa pure in vicinanza del punto a dalla parte che si 
considera un numero infinito di oscillazioni , ma V ampiezza di 
queste oscillazioni impiccolirà oltre ogni limite coli' avvicinarsi 
indefinitamente di x ad a (§. 24). Così avviene p: es: nel punto 

x=0 per la funzione che per x diverso da zero è uguale a xsen— , 

e per a?=0 è zero o ha un altro valore finito qualunque. 

33. Inoltre è da osservare che una funzione potrà essere 
continua o avere soltanto una discontinuità ordinaria da una 
parte di un punto a p: es: a destra, e essere poi discontinua, e 
anche discontinua di seconda specie, a sinistra di punti che si 
trovano nelle parti a destra di ogni intorno di a arbitrariamente 
piccolo (cioè di punti situati a destra di a e vicini quanto si vuole 
ad a); e viceversa può aversi discontinuità anche di seconda specie 
nel punto a a destra, e aversi continuità a sinistra di punti che 
siano vicini quanto si vuole ad a e siano a destra di a. 

L' esservi infatti continuità a destra di un punto a, o anche 
soltanto l'esservi una discontinuità ordinaria porta che per ogni 
numero positivo o esista un numero positivo e tale che nell' inter- 
vallo (a, a-f"s)i che ha V estremo inferiore in a, si abbia numeri- 
camente: 

(1) f (0+6)-/- (o-fS) <a. 

Invece l'esservi continuità o soltanto una discontinuità ordi- 
naria a sinistra di un punto x=a-\-e che si trova a destra di a 
e vicino quanto si vuole ad a, porta che per ogni numero posi- 
tivo o^ esista un intervallo {a-^-e — e|,a-|-s'), coWestremo superiore 



i plinto fìsso a-\-s, per ogni punto x del quale si abbia nume- 
»mente: 



(2) f(„+,'_s,)_/-(x)<c,i 

B questo mostra subito quanto abbiamo detto sopra, giacché delle 
due condizioni (1) e (2) l'nna non trascina di necessità l'oltra, 
inqaantocliè se coli' impiccolire di a continua sempre ad esistere 
UQ intervallo (a, «-(-e) coll'estremo inferiore in « e nel quale 
è soddisfatta la condizione (1), non ne viene di necessità che col- 
l' impiccolire di a^ debba continuare ad esistere un intervallo 
(o-f-ì'^'j, «+e'} coll'estremo superiore ne\ punto fisso o-f-e' nel 
B||(iale sia soddisfatta la condizione (2), e viceversa. 

Del resto tali singolarità si riscontrano effettivamente nelle 
funzioni che considereremo in seguito che sono continue nei 
punti irrazionali (cioè nei punti che corrispondono a valori irra- 
zionali di x) di nn dato intervallo e sono discontiniie nei punti 
razionali dello stesso intervallo ; e si riscontrano anche nella 

funzione che per x differente da a è aguale a sen e per 

x^a è zero, poiché questa funzione ha nnj^ discontinuità di 
seconda specie nel punto x=a a destra e a sinistra, mentre è 
fitHitinua in tutti i punti vicini quanto si vuole ad a a destra e 

Bà noiatra. 

W 34. Supponiamo ora che la funzione^ (x) abbia una disconti- 
miità (di prima o dì seconda specie) da una parte di un punto a 
p: es: a destra, e osserviamo che tutti i numeri positivi a differenti 
da zero possono distinguersi in numeri che soddisfano respetti- 
Tsmente e numeri che non soddisfano alla condizione che per essi 

Mia sempre possibile dì trovare un intervallo a destra di a 

"'(^ a-\f) nel quale sia sempre ìn valore assoluto: f{x) — f(a)<^a. 
Allora per quanto si è detto nel §, 9 si vedrà subito che deve 
esistere im numero o' (limite inferiore dei numeri a pei quali 
esiste il detto intervallo («,a-j-6')) che eseguirà la scomposizione 
8ei numeri poaitivi nelle due classi indicate, e questo numero o 
i differente da zero, perchè altrimenti non sì avrebbe in f (.t) 
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la supposta diacontinuità, e gcnlrÀ della proprietà che per ogni 
mimerò a>o' esisterà un intervallo (ti, a-\-s) a destra di a nel 
quale ai avrà sempre nuiuericameiite f (x) — f {cXjj , mentre 
per ogni numero positivo Q<j^' in qualunque intervallo (a, a+s) 
esisteranno invece dei valori di j: per quali sarà numericamenta 
f (x) — /^ (a) >■ -I , Questo numero a' perciò si dirà il salto della 
funzione nel punto a a deatra. 

Analogamente si avrà un salto a' a sinistra di a quando f (x) 
sia discontinua in n a sinistra. E quando f (e) sia diacontinua 
dalle due parti di a si chiamerà sallo della funzione nel punto a 
il maggiore fra i due numeri che rappresentano il salto a destra e 
quello a sinistra. 

E ora, con queste denominazioni potremo dire evidentemente 
cheqnandounafimzioneè tale che da una parte di un punto np:es: 
a destra è continua o ha soltanto una discontinuità ordinaria, e 
a sinistra di punti che sono a destra di a e vicini quanto si vuole 
ad a è discontinua, i salti che essa farà a sinistra di questi punti 
dovranno impiccolire oltre ogni limite coli' avvicinarsi indefini- 
tamente degli stessi punti ad a, ma non viceversa; giacché, come 
si è detto uel paragrafo precedente, esistono anche funzioni, come 

la solita funzione sen — ~ , che sono continue in questi punti, 

e hanno una discontinuità di seconda specie nel punto a. 

35. Diciamo poi fin d'ora che quando f (x) a destra o a sini- 
stra di un punto u è continua o ha soltanto una discontinuità 
ordinaria, dietro le notazioni di Dirichlet, si suole indicare con 
f («-f-0) o f {a — 0) il limite per h positivo e tendente a zero dei 
valori f{a-\-h) o f {a — h) che si hanno per f (x) dalh» parte col- 
rispondente di a (destra o sinistra). Consegueutemeute quando- 
in a vi sia continuità dalle due parti, o vi sia una di quelle 
discontinuità che possono togliersi mutando il valore della firn- 
zione in quel punto, le stesse quantità f (a-j-O) e f {a — 0) saranno 
uguali fra loro e ne! primo caso saranno anche uguali a f (a). 
Le stesse quantità però non avranno verun significato quando la 
discontinuità che si ha in f (j) dalla parte di a cui esse si rife- 
riscono sia una discontinuità di seconda specie. 
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Nel c-vao poi che la discontinuità di f f.ij per x=a da unn 

malmeno delle due parti p: es: a destra sia ima discontinuità ordi- 

ìl salto corrispondente della funzione sarà evidentemente il 

kTsIore assoluto di f (a+0) — f (a); e similmente il valore assoluto 

f (a— 0) — f (a) sarà il salto di f {x) nel caso che si abbia una 

icontinuità ordinaria a sinistra di a. 

Adesso troviamo utile di esporre il seguente teorema 
S Weierstrass relativo ai limiti superiori e inferiori (o massimi 
1.0 minimi) dei valori di una funzione (reale e sempre finita) in 
dato intervallo. 

Sia perciò f (x) la nostra fimzione data arbitrariamente 
nell'intervallo da a e p (i limiti inclusi). Pel teorema del §. 15 si 
può dire intanto che esisterà un limite superiore X e un limite 
inferiore {l dei valori della stessa funzione in questo intervallo; 
ora ci proponiamo dì mostrare che in questo intervallo esiste 
tpre almeno un punto determinato x' (che pub essere anche 
estremo dell'intervallo stesso) dotato della proprietà che pei 
notori di f (x) corrispondenti ai punti di ogni inforno dì -x' (g- 11), 
anche arbitrariamente piccolo il limite superiore è ancora X (Wei- 
erstrass). 

La dimostrazione di questo teorema si là ancora col processo 
illa divisione dell'intervallo in 2, 2,' 2^. . . 2". . . parti uguali. 
ipponiamo perciò come al solito p]>a, e dividiamo l'intervallo 

a a ^ in due intervalli uguali ( a, ^—^ 1 , ( — ^ > P )i ^ imma- 

liamo determinati Ì limiti superiori X„ e X^ dei valori di f (r) 

corrispondenti ai valori di x che cadono nel primo e nel secondo 

di questi intervalli respettivaraente . E chiaro che nessuno di 

Lesti numeri X, eX^ potrà essere superiore a X, poiché altrimenti 

intervallo (a. 3) vi sarebbero valori di f (x) maggiori di X, e 

ipure potranno essere tutti e due inferiori a X, poiché altri- 

itì se fosse p: ea: X^ < Xj<X , fra Xj e X non vi sarebbero valori 

(x) nell'intervallo («, p), e per conseguenza nell'un caso e 

altro X non sarebbe il limite superiore corrispondente ai 

i di f(T) nello stesso intervallo; quindi uno almeno degli 

X, e X, dovrà essere uguale a X. Ora se X,=X, qua- 



— 44 — 

lunque sia del resto X^ (cioè < X), noi ci occuperemo dell' intervallo 
cui corrisponde X| fcioè del primo), mentre se X^ non è uguale a X, 
ciò che porta che allora si abbia 1^=^ noi ci occuperemo del 
secondo intervallo; e quindi ponendo p — a=Y, e indicando con a^ 
un numero uguale a zero o a uno secondochè X^ è o nò uguale a X, 

6 ponendo x^ = a-\'^a^^ sarà (a^ii ^i + p ) l'intervallo di am- 

piezza uguale a ^ di cui ci occuperemo, e nel quale il limite 

superiore dei valori ^ f (x) è ancora X. 

Operando ora in modo simile su questo intervallo, e indi- 
cando con Oj un nuovo numero uguale a zero o a uno secondochè 
il limite superiore di tutti i valori di f {x) corrispondenti al 
primo dei nuovi intervalli ottenuti è uguale o nò a X , e ponendo 

x^= ^i+^o^, si otterrà l'intervallo (x^ , ar^-j-^j j nel quale il 

limite superiore dei valori di /^(x) è ancora X; e così continuando 

col porre successivamente ^3=2:2+93*31 • • • • Xn=Xn^^-{'^;flLH ove 

Oj,.. . ttM hanno al solito i valori o 1 che si determinano succes- 
sivamente nel modo che si è detto, dopo n di queste operazioni 

successive si giungerà all'intervallo fa:», ^h-|-^ j di 'ampiezza 

^ nel quale il limite superiore dei valori di f{x) è ancora X. 
Ora, considerando le due serie di numeri (a, rr|, o^j,... a:«), 

{ P 1 ^1+9" 1 ^2+^ 1 • • • ^~"f"9^ ) c^® ^^^ s^ ottengono, si vede 

che esse, come quelle dei §§. 6 e 9, col crescere sempre più di n 
danno luogo ad una scomposizione di numeri in due classi alla 
quale corrisponde un numero determinato x\ che può essere anche 
un estremo a o p dell'intervallo dato, e che è compreso negli 

intervalli f xn , a-n-f-^ J che successivamente si ottengono (i limiti 

inclus.); e ora sarà facile di vedere che questo numero x' è appunto 
quello del quale si vuole dimostrare l'esistenza. 



f-si, — ^' ^qi, , e II può prendersi così grande che 1 aia 



Osservando infatti che esso giace negli intervalli f itn, j-n-f -^^ J 

(} limiti inclus.) si vede subito che uno ahncno dei due intervalli 

(xb x"), I x', 3r«-)-— J sarà di ampiezza differente da zero e in 

^^jlDo almeno di essi il Umìte superiore dei valori di f {x) sarà 

^Bncora X; quindi, poiché si ha evidentemente x' — ^" ^ s^. e 

^TBiunero minore di quella quantità che piii ci piace, si conclnde che 

effettivamente, qualunque sia il numero positivo e arbitrariamente 

piccolo e , pei valori di x che cadono in «no almeno dei due inter- 

valli (l'-H, ir), (x', x-|-e), e quindi anche pei valori di x fra x'-i e 

^■B^^-a che cadono nell'intervallo dato da a a ^ (ce e ^ inclus.) (o, 

^H| che è lo stesso, pei punti di ogni intorno di x') il limite superiore 

^^^à valori di f (a;) è ancora X; e questo dimostra Ìl teorema, 

^r .poiché dal processo t«nuto per trovare il punto x' risulta anche 

B die di tali punti potrebbe esisterne più di uno. 

Un teorema analogo si ha per il limite inferiore dei valori di 
f{x) nell'intervaUo (a, \i). 

37. Poiché siamo a parlare di limite superiore e inferiore (o 
massimo e mìnimo) di una funzione in un dato intervallo diremo 
subito che la differenza fra il limite superiore e il limite inferiore 
(o &a il massimo e il minimo) dei valori di una funzione f {x) 
in un <lato intervallo si chiama oscillazione della funzione nel- 
l'inUrrrillo stesso: e osserveremo che se x^ e x^ sono due valori 
di iC in questo intervallo, e D è l' oscillazione di f (x) nello stesso 
intervallo, si avrà in valore assoluto D > / (j,) -* f (j-j) ; e se 
l'intervallo è quello da a ad a — è o quello da a — ^e ad n+s e si 
ha sempre in esso f {i-)-~ f{{i) <C'j, sarà evidentemente D < 2 o; 
a 88 da a ad o-)-s o da a— s ad a-|-s la funzione ammette etfet- 
tiramente nn massimo e un miuimo si può anche affermare che 
8atàD<2^. 

38. Infine osserveremo che se f^ (x), f^ {x). . fn (x) sono un 
numero finito di l'unzioni di x in un dato intervallo e sono tatt« 
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continue in uno stesso punto a del medesimo interTalIo, si vede 
facilmente che altrettanto accadrà della loro somma algebrica e 
del loro prodotto, e anche del quoziente di due qualunque fra 
esse quando però esista un intorno del punto a nel quale la 
funzione denominatore si mantenga sempre differente da zero per 
una quantità finita, ec. . . 

E osserveremo poi, una volta per sempre, che le considerazioni 
che abbiamo esposte per le funzioni reali di una variabile reale 
si riportano alle funzioni complesse di una variabile reale, con- 
siderando in esse separatamente le due funzioni parte reale e 
coefficiente delP immaginario, e talvolta anche considerando sem- 
plicemente la funzione modulo della funzione stessa. 

Fonzioiii continue in nn dato intervallo. 

39. Si dicono continue in un dato intervallo quelle funzioni 
che in tutti i punti dell'intervallo stesso (gli estremi inclus.) sono 
continue; e si dicono generalmente continua in un intervallo quelle 
funzioni che sono discontinue soltanto in un numero finito di 
punti dell' intervallo stesso , talché togliendo questi punti, con 
intervalli piccoli quanto si vuole, negli intervalli restanti esse 
sono continue. 

Così per es: la funzione xsen-, quando si prenda zero pel 

valore di essa nel punto j?=0, è continua in qualunque intervallo; 

mentre la funzione sen- , qualunque sia il valore che si prende 

X 

per essa nel punto ^=0, è continua soltanto generalmente in 
quelli intervalli che contengono il punto x=0 . 

40. Noi ci occuperemo ora in modo speciale delle funzioni 
che sono continue nell'intervallo finito (a, p) che si considera, 
e incomincieremo perciò dall' osservare che se f {x) è una tale 
funzione, prendendo a piacere un numero diff'erente da zero ma 
arbitrariamente piccolo e positivo o, per ogni valore speciale a 
dixfraaep(aep inclus.) esisterà una speciale quantità diffe- 
rente da zero e positiva e tale che per tutti i valori di 8 numerica- 
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«te minori di e pei quali il punto a-\-Q cade nell'intervallo che 
I considera (a, p) (a e ^ incliis.) (*) si abbia in valore assoluto 
f (a-|-8 — /(«)<! ''■ P^i^ per u"" stesso valore di i potrà 
avvenire che Ìl numero e che serve per certi punti a non serva 
più per altri punti dello stesso intervallo, ma per questi deblja 
essere diminuito; ed anche nasce il dubbio che, come accade 
quando ci si avvicina indefinitamente ai punti di discontinuità per 
le funzioni che sono soltanto generalmente continue, anche per 
le funzioni continue nello stesso intervallo, col l'avvicinarsi di a; a 
certi punti speciali, e possa impiccolire oltre o^Ì limite senza però 
raggiungere mai il valore zero (che sarebbe cosi soltanto il limite 
■feriore di tutti i valori s ). In altri termini, si ha così il dubbio 
3 in certi casi non esista un numero s differente da zero che 
■'Mrva per tutti i valori di x da a a fi (a e ^ inclus.); ed è appunto 
per questo dubbio che ai era da taluno proposto di distinguere 
la continoità di una funzione che è contìnua in un certo inter- 
^^Tallo (a, p) in continuità uniforme, e continuità non uniforme 
^^Bc4ndochè per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo a 
^Pbutesse o nò un numero differente da zero e positivo e tale che 
Jer tutti ì valori di 5 niunericamente minori di e pei quali ìl 
punto x+S cade nell'intervallo dato (a, p) (a, e p inclus.), e per 
tutti ì valori di x nello atesso intervallo (gli eatremi ancora inclua.) 
si avesse in valore assoluto f (t-\-S) — f {■() <I o . Ora però è 
stato dimostrato da Cantor che se /T-c) è contìnua nell'intervallo 
da a a p, per ogni numero n esiste sempre un tal numero e che 

re per tutti i punti dell' intervallo stesso, e quindi la distìn- 
i surriferita si rende ora del tutto inutile. 

(*) A BcaoM di eqnirocl facciuno oaserrara cbs do! diciamo sempre di limitarci 
t, coiuideTare i t&IoTÌ di S namericamiiDte minori di < pti q\iali l'I punto a-^3 cade 
wJTiVernnUo 'iota (z, ^| [ce e ^ inclus.), o i pantl a + 3 comprosi fra a~t e a-f i 
du aulemo ntU' Itiitmillo lUmo (z. ^) porche, per punti a Bufficienteioeiito vicini agli 
estremi « b ^ o in questi estremi, alcuni dei punti d + ^ po' quali S è nnmericii- 
menta minore di t usciranno etTottiiunsute dall' interrillo |> &). Si può osservare 
iuTatti cbe anello ae n è snDIclontenioDta vicina ad un eatromo per ea: ad 3, a è in 
qaesto estramo, potri duHt che debba ancora considerarsi nn numero flaso e positivo 
■^ a— a tale che pei punti a-^ J compresi fra i e a-j-i (a inclus.) ai ubbia 
nuDiH ri carne nte / (o + J) -/ (a) < a; o allora, alcuni dui punti a+ J poi quali J 
I usciranno elTottiyaincnte dall'iatariallu [a, S). 
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41. Questo importante teorema dì Cautor ai dimostra nel 
modo seguente: 

Consideriamo i valori di a: fra a e p (a e ^ iuclua.) e indichiamo 
con i (3, .r) un numero e che pel valore speciale di x die si consi- 
dera gode della proprietà che per tutti j valori di 5 numericamente 
minori di e e pei quali il punto x-f-3 cade fra a e p (a e ^ inclua.) 
si ha in valore assoluto f (a:+8) — /" (jX 3 . Per la continuità 
che noi supponiamo in f {x) questo numero e esisterà e sarà dif- 
ferente da zero, perù esso non sarà bene determinato perchè ogni 
numero fra e s potrebbe servire egualmente. Per togliere questa 
indeterminazione, noi fisseremo di prenderò per e il limite supe- 
riore dei valori di e che rispetto al punto x sono compatibili colle 
proprietà che devono avere tutte le e (il qual limite evidentemente 
esisterà §. 15), e riterremo che e {rj, x) ci indichi questo valore cosi 
determinato di e pel punto x; e allora questa quantità e (a, x) Del- 
l' intervallo (a, P) potrà riguardarsi come una funzione di x. 

Da ciò segue (§§. 15 e 3l3) che esisteià un limite inferiore V 
pei valori di e ((3, a') nell'intervallo stesso (a, P), e esisterà almeno 
im punto j:' fra a e p fa e p inclus.) dotato della proprietà che pei 
punti di ogni intomo di x' anche arbitrariamente piccolo, il limite 
inferiore dei valori corrispondenti di e (3, x) è ancora V. Inoltre, 
siccome la funzione f (x) è sempre continua, per Ìl punto x' eai- 
aterà im numero positivo e differente da zero e' dotato della pro- 
prietà che per tutti i valori di 3' numericamente minori di e' pei 
quali il punto x'-\-ò' cade nell'intervallo dato si ha in valore asso- 
luto /"(3:'+3')-/"(3;')<:^, e quindi nell'intervallo (x'~t\ x'+e') 

(o nella porzione di esso che cade nell' intervallo dato) le variazioni 
della funzione saranno sempre numericamente minori di o. Ne 
segue che per bttti i punti x che possono considerarsi nell'inter- 



vallo 



Tir'— |,3^'+y un valore 



per E uguale a soddisfarà alla 



condizione di darci in valore assoluto /"(.c+S) — f{^)<^'^ per tutte 
le 5 numericamente minori di questo e e per le quali il punto a-f-8 
resta nell' intervallo (3, p) ; quindi per tutti questi punti x la quan- 
tità e(i, t) deliuita sopra non potrà esaere inferiore a -^, e X' che 
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è il limite inferiore dei valori 6 (a, x) per gli stessi valori di x, e 
anche per tutti i valori dia;fraaep(aep inclus.)) non potrà 

essere minore di ^. Questo ci dimostra che per tutti i valori di x 

compresi neirintervallo (a, p) (gli estremi incl.)i e per tutti i valori 

di S numericamente minori di ^ e pei quali il punto x+S cade nel- 

rintervallo. stesso (a, p) si ha in valore assoluto f (x+S) — f (x)<Cp; 
quindi il teorema resta così dimostrato. 

42. Notiamo che dal teorema precedente risulta subito V altro 
che: 86 ufM funzione f (x) è continua in tutto un intervallo (a, p), 
prendendo un numero positivo e arbitrariatnente piccolo a, si potrà 
sempre scomporre l'intervallo totale (a, p) in un numero finito di 
intervalli parziali sufficientemetUe piccoli, ma tìUti di ampiezza 
differente da zero, tali che le oscillazioni della funzione in ciascuno 
di essi siano tutte minori di a; giacché se e è il numero di cui 
abbiamo mostrato sopra resistenza e che serve per un numero a' 

inferiore a -^, in ogni intervallo inferiore o uguale a e le oscilla- 
zioni della funzione non saranno mai superiori a 2 a' (§. 37), e 
quindi saranno tutte inferiori a a. 

43. Le funzioni continue in un dato intervallo godono anche di 
altre proprietà che, sebbene si diano spesso come di una evidenza 

^ immediata, esigono pur nonostante una dimostrazione speciale 
quando si voglia fare uno studio rigoroso delle stesse funzioni. 

Queste proprietà sono contenute nei seguenti teoremi, dei 
quali il primo il terzo e il quarto sì riferiscono più generalmente 
anche alle funzioni che sono continue soltanto in un punto. 

Teorema I. Se una fuìiziom f (x) è continua in un punto 
determinato x\ ed è conosciuta in un gruppo di punti dei quali x è 
soltanto un punto-limite (§. 12)^ essa sarà determinata anche nel 
punto x\ 

Infatti, se questo accade, e a|, oc^, . . an , . . . sono i punti del 
gruppo dato disposti in modo che col crescere di n vadano sempre 
più avvicinandosi ad x\ i valori f («j), f (o^), . . . f(oLn)y. . . f (om+n), . . 
sono conosciuti, ed hanno un limite determinato (§. 22) perchè, 

4 
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a causa della continuità di f(x\ le differenze f(cLm+n) — f (otn), qua- 
lunque sia il numero positivo m, col crescere indefinito di n, fini- 
scono per divenire e restare poi sempre numericamente minori di 
qualunque quantità data. Orase Aè questo limite, nel punto x sarà 
/'(a.'')=A, perchè se potesse essere p: es: /*(x')=B, con B differente 
da A, indicando con n un numero tale che per'n > n' si avesse in 

B-A 

valore assoluto f{oLn) — A < ~~n~i si avrebbe numericamente: 

B-A 

f(cLn) — f{x) > • - per qualunque valore di n superiore a n\ 

e quindi f (x) non sarebbe continua nel punto x\ perchè non 
esisterebbe un intervallo (x'±£, x')^ o (x'-e, x'-fe) nel quale fosse 

B-A 

sempre f (x) — f{^')<C—o~- ^^ valore assoluto. Il teorema è 

dunque dimostrato. 

Da questo teorema si deduce immediatamente come corol- 
lario che: 

Se una funzione f (x) i coìvtinua in un ceHo intervallo (a, 3) 
ed è conosciuta nei punti di un gruppo infinito 6, essa è determi- 
nata anche nei punti di ttUti i gruppi derivati di G (§§. 12 e 13). 

44. Di qui poi si ha subito il seguente: 

Teorema II. Se mia funzione f {x) è continua in un certo 
intervallo (a, p) ed è conosciuta soltanto nei punti di un gruppo G 
di seconda specie di cui il primo gruppo derivato G' contiene tutti 
ipuìUi delV intervallo, essa sarà determinata anche, negli altri punti. 

E così in particolare si può dire che: se la funzione f{x) ha 
uno stesso val<yre A in tutti i punti di un gruppo G come quello ora 
considerato, essa sarà uguale ad A in tutto V intervallo; e se una 
funzione f (.r) continua fra a e ^ è conosciuta in tutti i punti 
ragionali dello stesso intervallo, essa sarà determinata anche nei 
punti irrazionali; come anche: se due funzioni coììtimie neU'iìiter- 
vallo (a, p) soìio uguali in tutti i punti del gruppo G di 2,^ specie 
ora indicato, esse saranno uguali anche in tutti gli altri punti. 

45. Teorema III. Se una funzione f (x) è continua in un 
punto x', e in punti discosti da x' meno di qualunque quatitità 
arbitrariamente piccola data prende U valore A o valori cìie nuìne- 
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ìameHff differiscono da A meno di qualunque quantità data, ni 
1 f(x')=A, giacché se fosse p: e?: /"(3:')=B, con B differente 
i A, f (x) nel punto x' non sarebbe continua. 

4(5. Teorema IV. Se f (r) è conlintia in un punto x' e coll'av- 
einarsi indefinitamente di x ad x' da una parte di x' finisce 
rnon essere inai maggiore di A, mentre coW avvicinarsi di x 
i 3f dall' olir a parie di x' finisce, invece per tion essere tnai minore 
t A, esso nel punto ^' prenderà il valore A. 

E chiaro infatti che se non fosse f (,f') ^ A, da una parte 
e' la funzione f {x) — A coli' avvicinarsi mdefìnitameute di x 
l x' finirebbe per essere sempre positiva o nulla, e dall' altra 
finirebbe invece per essere sempre ne^tiva o nulla, e in x' non 
sarebbe zero, e quindi almeno da una parte di x' questa funzione 
f (x) — A non sarebbe continua, ciò che è contro l'ipotesi, 

147. Teorema V. Una fmmone f (x) che in un dato intervallo 
{a, p) i continua e non è costante, prenda sempre effettivamente 
nàto stesso intervallo il valore massimo e il valore minimo; cioè 
esiste sempre nell' intervallo dato fgli estremi inclus.) almeno un 
punto determinato x' nel quale^la funzione ba un valore che non 
è inferiore a nessuno dei valori che essa ha in tutti gli altri pimti 
d^o stesso intervallo, ma e invece superiore ad alcuni o a tutti 
questi valori; e eaiate pure nello stesso intervallo almeno un punto 
determinato r" ne! quale il valore della funzione non è superiore 
a nessuno dei valori che essa ba iu tutti gli altri punti, ma è invece 
inferiore ad alcuni o a tutti questi valori atesai (Weierstrass.) (*). 
Indichiamo infatti con X il limite superiore dei valori della 
nostra funzione f (e) nell' intervallo dato da a a P (gli estremi 
inclns.). Questo limite superiore esisterà, ed esisterà anche {§. 36) 
almeno un punto x' dotato della proprietà che pei punti di ogni 
suo intorno, anche arbitrariamente piccolo, il limite superiore dei 
valori di f (j') è ancora ).; quindi pel teorema III si avrà evi- 
dentemente f {x')^ì,, e perciò X sarà un massimo. 

In modo simile si prova l'esistenza del minimo, e perciò il 
teorema pnò dirsi completamente dimostrato. 

(*) OsautiiniDa cbB |i«r la funilaol che doti bodo sempre continuo nel l'interrai Io 
dato (I, 3 ) non puu durai che il tourunui dui g. BC, poiché per enne il innsslmo s 
Il rniulmo pouoaD uTidcntemetite mm fiiiii*. 
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48. Teorema. VI. Se f {x) è una funslone cotitinua neU' ìnf ervaUo 
(a,P) e in questo intervallo prende ancìte valori ttitmericamente »«'- . 
nari di qualunque quantità daUi, essaper un valore determinato di x 
nello stesso intervallo prenderà effettivamente anche il valore zero. 

Per il teorema precedente infatti, la funzione f^ (x), che è 
pure continua fra a e p (^. 38) ammetterà un minimo che sai^ 
al tempo stesso il limite inferiore dei valori che essa ha fra a e ^ 
(a e p inclus.). Ma per le ipotesi fatte nell'enunciato ciucsto limito 
inferiore è zero, quindi esiste fra a e p (a e p inclns.J un valore 
determinato di x pel quale f (x)=0. 

49. Teorema VII. .Se ìa fun^oìte f (x) ? contini4a fra ae^ eÌH 
questo interrallo prende ancìie valori numericatnente vicini quanto 
si vuole ad una qaatititti deternànafa A, essa per un valore deter- 
minato di X nello stesso intervallo prenderà effettivamente anche U 
valore A. 

La funzione /'(.c)^A infatti, nell'intervallo dato, prenderà 
anche valori numericamente minori di qualun(|ue quantità dato, 
e quindi (teor. prec.) per un certo valore x' di x ia questo inter- 
vallo (gli estr. inclua.) prenderà anche il valore zero, e si avrà 
petfiiò f {x'):=A.. 

50. Teorema Vili. Se la finizione f (x) è continua fra a e p « 
per un valore a di x compreso in questo intervallo (a e p inclus.} 
i positiva, mentre per un valore b di x nello stesso intervallo 
(a e ^ pure indus.) è negativa, per un valore determinato di x fra 
a e b prenderà U valore zero. 

Supponiamo infatti p: es: a<^b, e formiamo il gruppo dei 
valori positivi di f (x) fra a e b (« inclua.) e indichiamo con A il 
limite inferiore di questi valori. Siccome f{x) è continua fra a e &, 
pel teorema precedente esisterà fra o e 6 un punto x' pel quale 
f (x')=A, e perciò per dimostrare il teorema enunciato basterii 
dimostrare che A deve essere uguale a zero. 

Ora, ammettendo che A sia differente da zero, pel teorema 
del §. 42 si potrà trovare un numero differente da zero e positivo e, 
col quale si potrà dividere l'intervallo (a, b) in più intervalli 
successivi (a, a+e), {a+e, a+2e), («+2i, o+3e), ... in ciascuno 
dei quali le variazioni di f {x) siano minori di A in valore asso- 



ito; e poìchi! s è diEFereote da zero, il numero di questi intervalli 

tra finito, e l'ultimo di essi (m e, b) potrà anche essere di ampiezza 

di E. Ora considerando il primo di questi intervalli {a, a+i), 

osservando che f {aì!>A, si vede subito che in easo la funzione 

(x) sarà sempre positiva, e quiudi non inferiore ad A, e perciò 

iche/"(rt+£)sarà positiva e non inferiore ad A. Considerando poi 

secondo intervallo (a+s, a+2t) si conclude subito che auclie 

/"(r) è sempre positiva e quindi non inferiore ad A, e 

f(iH-2s)~> A; e cosi continuando si giunge a concludere chR, 

quando A fosse differente da zero, f (j) sarebbe positiva e non 

mai inferiore ad A in tutto l'intervallo, e in particolare anche f(b) 

sarebbe positiva e non inferiore ad A, ci6 che è contro l'ipotesi. 

Conviene dunque ammettere che A sia zero, e f(x')^0; e poiché, 

e vide-n temente il punto x' non può trovarsi ne in a né in b, il 

teorema resta cosi dimostrato. 

51. Teorema IX. Se la funzione f (j) è conthwa fra a e p 
* in dm pilliti II e h di questo interritilo (», e p indusJ) prende 
untori differenti Affi, essa per ttno o più vnlori deienninatì 
X fra a e b prenderà qiifduivpte calore C compreso fra A e B. 
Considerando infatti la funzione f {x) — C, si vede subito che 
i snoi valori per x=^a e x=b sono di segno contrario; e si con- 
clude quindi (teor. prec.) che fra a e 6 esisterà almeno un valore 
determinato .l' di x pel quale si avrà f (x') — C^=0, ossia f (j:')^C. 

52. Per questo teorema poi e per qnello del §. 47 si ha subito 
anche il seguente: 

Teorema X. Se la funzione f (x) è confinita fra a e p, in 
inlerrnllo prenderà nìtneno una volta per un valore deter- 
minato della rarìiibile un valore (pudnnipte compreso fra il massimo 
e il minimo dei valori che essa Ita nelV iniervallo stesso. 

53. Teorema XI. Se la funzione f (x) è crmtinua nell'intervallo 
(a, p) e- in alcuni intorni di uno dei due e^etni p: es: di a, è 
tonante e uguale ad A, sensn essere però costatile in tutto l'inter- 
caPo («, p) e si ha p: es: a<^, esisterà nell'iìttemo dell'intervallo 
stesso un punto determinato x' dotato della proprietà che meidre 
fra a e x' {x' inclus.) ai ha sempre f (x)=A, in qualunque inter- 
vallo (x', 3^+e) a destra di x' e coU'estremo inferiore in x' esiste- 
ranno aetnpre dei pardi x pei quali non sarà f (J)=A. 
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Oasemamo infatti che i punti x dell'intervallo (%, p) (P in- 
cliis.) possono distinguersi in punti che soddisfano e punti che 
non soddisfano respettivamente alla condizione che fra a e x 
(i inclua.) /"(-c) sia sempre costante e uguale ad A, e quindi esisterà 
fra a e p (§. 9) un punto determinato x' che eseguirà la scompo- 
sizione fra le due classi indicate di punti; e ora è facile vedere che 
questo punto x' è quello di cui si parla nelP enunciato del 
teorema. 

Si vede subito infatti che per ogni punto t fra a e -v', e 
quindi anche in x' {§, 45), dovrà essere f (^)=A, poiché altrimenti 
f' non eseguirebbe la scomposizione indicata. Lo stesso avver- 
rebbe evidentemente se esistesse un intervallo {x', t'+ì) a destra 
di x' e coir estremo inferiore in x' nel quale ai avesse sempre 
f (j:)=A: quindi, poiché è chiaro che il punto x' non potrà 
coincidere né con a né con p, il teorema può dirsi dimostrato. 

54. Da questo teorema risulta evidentemente che se fra a e ^ 
(a e p inclua.) esiste un punto determinafo x' dotato della proprietà 
che in un intervallo arbitrariamente piccolo che ha questo punto 
nel suo interno o anche soltanto in un estremo, la funzione f {x) ha 
sempre uno stesso valore A, esisterà una porzione determinata 
dell'intervallo (a, ^), alla quale apparterrà il punto x', e pei punti 
della quale si avrà sempre /'(r)=A, mentre fuori di questa poi^ 
zione anche per punti vicinissimi ai suoi estremi non sani sempre 
/ (^) ^ A; e noi per brevità di locuzione chiameremo una tal 
porzione un tratto di invariabilità della funzione, e diremo punti 
di invariabilità i punti di esaa, come in particolare poi diremo 
punti limiti di invariabilità i punti estremi della stessa porzione. 
E osserveremo che una funzione continua fra a e 3 e che non 
sia costante in tutto questo intervallo potrà avere nello stesso 
intervallo dei tratti di invariabilità, e il numero di questi tratti 
potrà anche essere infinito (*), E poiché il valore della funzione 

(*| QDsada il namoro ini tritti di ìavarisbìlìti dì ubi, funiion* lU influito, 
bsD c'intende uba non patri u)9trDÌr8Ì per essa Dea cani rappreaoiititi». e «olo oot 
pensiero potTeme tAlTolta rifurircl B Dna Corra rappresentativa fuh un mmrra injt- 
litio di etnia. S'intende poi che qouata mannaia di aoa rappcesentatione geoinvtriec 
può prcieutntsi sncho qoando la tuniione lompre continun in tutto l' intervallo 
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a un punto qualanque di un tratto di invariabilità è lo stesso dì 
ii^nello che essa lia nei punti estremi, potremo talvolta fare astra- 
i dai tratti di iavariabilità, e limitarci a considerare i punti 
miti di invariabilità. 

Osserviamo ora che se in un intervallo (x, ^) la funzione conti- 

a/'(x) non è costante e ae^ non sono suoi punti di invariabilità, 

pieato intervallo potrà sempre scomporsi in due altri intervalli 

L, a,), (K| , ^) in citiscuno dei quali f (r) non sarà costante. Lo 

stesso accadrà se uno o tutti e due i punti a e ^ sono punti di 

invariabilità della funzione, poiché allora se a' e p' sono i punti 

limiti di invariabilità corrispondenti ai tratti di invariabilità cui 

appartengono i punti a e |5, essi saranno evidentemente distinti, e 

basterà prendere per a, un punto compreso fra questi punti <t e p'; 

quindi poiché ciascuno dei due intervalli ottenuti può alla sua volta 

scomporsi in due altri intervalli nei quali f (x) non è costante, 

si può dire evidentemente che se f (x) nell' intervallo (a, p) non 

ha sempre lo atesso valore, questo intervallo potrà scomporsi in 

I numero grande quanto si vuole di intervalli parziali in cia- 

mno dei quali f {i) non avrà sempre lo stesso valore. 

. Sulle funzioni che sono continue in tutto un intervallo 
t, p) e non hanno sempre lo stesso valore presenteremo ora altro 
Rservazioni che ci condurranno poi ad una classificazione molto 
Diportante delle atesse funzioni. 

Ricordiamo perciò che, come abbiamo veduto (§. 47), una 
lalnnque /" (-r) di quelle funzioni ammette sempre nelì' inter- 
lUo dato (s, p) (gli estremi invlus.) un massimo M e un minimo m 
\ tutti i valori che essa può prendere nell'intervallo stesso. lu 
i miuimo però si ha soltanto il più grande e il 
i piccolo fra tutti i valori eke la funzione può prendere fra a e p 
bep ioclus.); ma si avranno fra a e p anche altri massimi e 
^"imi se si adottano le definizioni seguenti: 

Supponendo che x' non sia un punto di invariabilità della 



pORÌoiio ài un polìpiDo I cui ktl aono ia aumero iiinnito ci uon soua aà purpoiidlrc 
ni pknlluli all'as»! ileUe t. 
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nell'intervallo (oi, p) (a e p inclus.), sì diiù che nel punto 
x' la funzione è massima o minima quando il valore f (-1;') che 
essa prende in quel punto è il massimo il minimo respettiva- 
mente fra tutti i valori che essa prende in ogni intomo sufiGcien- 
temente piccolo del pimto stesso. 

E se (x^, Tj) è un tratto di invariabilità della funzione, si 
dirò che la funzione è miissima o minima in ogni punto x di 
questo tratto e anche in tutto Ìl tratto quando il valore che essa 
ha nel tratto stesso è il massimo o il minimo respettivameiite fra 
i valori che essa prende in ogni intorno sufficientemente piccolo 
di uno o di tutti e due i punti limiti di invariabilità x,, x^ dello 
stesso tratto secondochè Uìio solo tulli e due questi punti cadono 
nell'interno dell'intervallo (et, p). Fuori di questi casi in un punto 
in un tratto di invariabilità della funzione non si avranno né 
massimi nò minimi. 

A scanso di equivoci poi chiameremo massimi e miuiim asso- 
Ititi della funzione nell'intervallo (a, p) i numeri M e «1 considerati 
sopra, e con queste denominazioni sarà da osservare che anche 
questi massimi e minimi assoluti corrisponderanno sempre respet- 
tivamente a massimi e minimi della funzione, sia che i punti 
corrispondenti a questi valori {§, 47) siano punti di invariabilità 
della funzione o non lo siano. Inoltre osserveremo che potrà darsi 
che fra a e p (a e p inclus.) non vi sia che un sol punto o un solo 
tratto di invariabilitìi di f (js) nel quale questa funzione abbia un 
valore massimo e questo allora sarà M, e potrà dai'si che non tÌ 
sia che un solo punto o un solo tratto nel quale essa abbia un 
valore minimo e questo sarà m; come potrà darsi anche che fra 
a e P esistano più punti o più tratti nei quali la unzione è maa- 
sima o minima, e in questo caso tutti i valori massimi e minimi 
della fimzione saranno compresi fra M e m, o saranno uguali 
respetti varaente a questi numeri, e dei massimi alcimi (differenti 
da M ) potranno anche essere uguali a dei minimi ( differenti 
però da m). 

56. E poiché in ogni porzione dell'intervallo (a, p) che non 
appartiene tutta ad un tratto di invariabilità, esìstono sempre 
(§, 47) dei punti o dei tratti determinati, nei quali la funzione ha 
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il massimo M e il minimo m dei valori che essa può prendere 
nella stessa porzione, e ai ha M > m, si conclude che se fra un 
massimo e nn mìnimo della funzione (punti o tratti) non ai hanno 
altri massimi o minimi, esai non potranno essere uguali; e se in 
due punti o tratti non appartenenti allo stesso tratto di invaria- 
bilità la funzione avrà due massimi, fra essi dovrà esistere almeno 
un punto o un tratto determinato nel quale la funzione ha un 
minimo inferiore ai massimi stessi. 

Ne segue che se la funzione avrà massimi e minimi in punti 
o in tratti determinati, percorrendo l'intervallo da et a ^, da un 
punto o da un tratto dove la funzione è massima non si passerà 
ad un altro punto o ad un tratto ove essa è pur massima senza 
mcoutrare almeno un punto o tratto nel quale essa ha un valore 
minimo inferiore al massimo da cui siamo partiti. Inoltre in tutto 
l'intervallo fra un massimo e un mìnimo consecutivi la funzione 
sarà tale che divìdendo in due l'intervallo con un punto qualunque 
preso in esso, negli intervalli che si otterranno essa avrà sempre il 
massimo in princìpio e il minimo in fine, o in altri termini nell'in- 
tervallo totale dal massimo al minimo la funzione andrà sempre 
decrescendo o rimarrà costante soltanto in alcuni tratti, e potrà 
anche restare costante in un nimiero infinito di tratti. Viceversa da 
nn minimo a un massimo consecutivi la fiinzìone andrà sempre 
crescendo o resterà costante in alcimi tratti; e noi ora per indicare 
questo passf^gio da un massimo a nn minimo consecutivi o vice- 
versa, diremo che la funzione fa una oncillazioiie, e chiameremo 
ampiezza della oscillazione la differenza fra il massimo e il minimo 
corrispondenti, riservando però ancora il nome di oscillazione di 
noa funzione continua in un dato iiUereallo alta differenza ba. il 
massimo e il minimo dei valori che essa prende in questo inter- 
vallo (g. 37). 

57. Osserviamo poi che se un punto x=a fra a e ^ (a e p ìn- 
clos.) non è un punto di invariabilità, e in esso la funzione f (r) ha 
on massimo o un mìnimo, dovrà esistere un intomo (o-e, a+s) 
di questo punto tale che per tutti i punti «+5 e a — S che cadono 
respettivamente a destra e a sinistra dì a nello stesso intorno le 
differenze f(ai-S) — f(a),f{f — 8) — /"{«) siano sempre negative 
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o null(}, o sempre positive o nulle respettiramente, senza perù 
esser sempre nulle né le une né le altre. E se il punto x^a 
appartiene a un tratto di invariabilità e in esso si ha un massimo 
o un minimo, le differenze precedenti dovranno soddisfare alle 
stesse condizioui in un intorno (a — i, a+i') di questo punto che 
contenga nel suo ìntei-no uno o tutti e due i punti limiti di inva- 
riabilità, secondochè uno solo o tutti e due questi punti cadranno 
nell'»H(erno dell'intervallo dato (a, p); e se infine per x=^a non 
si avrà né un massimo ne un minimo, allora non sarà possibile 
di soddisfare a queste condizioni, e, qualunque siano gli intomi 
(n^£, a+s' ) elle si prenderanno, le differenze corrispondenti 
f{a+i) — /"(«). /"{«-S) —/■(«), ove saranno differenti da zero, 
non saranno sempre tutte dello stesso seguo. 

Prendendo ora a considerare un punto j-=(i, clie non appar- 
tenga a un tratto di invariabilità, o che tutt'al più sia un punto 
limite di invariabilità, si può osservare che per quanto piccolo 
si prenda un niunero positivo e, potrii avvenire che una almeno 
delle differenze f(_n+5}- — f{<i), f {a — -5) — /"{«), considerate pei 
valori di S positivi e minori di e, senza essere sempre zero per 
tutti questi valori di 3, divenga però sempre uguale a zero per 
alcuni di questi valori, o cambi continuamente di segno col variare 
di S, o anche più generalmente vada ora crescendo ora dimi- 
nuendo in valore assoluto coli' impiccolire sempre più di 3; in 
modo cioè che fra e e (0 escluso), per quanto piccolo sia e, 
esistano sempre dei valori S, di 8 pei quali il valore assoluto di 
quella differenza è minore del valore assoluto della stessa diffe- 
renza per alcuni valori di S inferiori a S,. Allora la funzione 
/'(-c) per j;=a avrà o non avrà un massimo o un miaimo; ma 
sempre però nell'intorno del punto a, a destra o a sinistra o da 
amlMidiie le parti secondochè le dette singolarità si presenteranno 
per r una o per l'altra delle due differenze f{a+Syf{a), f(a-Ò)-fla) 
o per tutte e due, la funzione stessa avrà un numero iniìnito dì 
massimi e di minimi (in im numero infinito di punti o di tratti). 

Riteniamo infatti che le dette singolarità si presentino p: es: 
a destra di a, e sia 5, uno degli indicati valori di 5; e conside- 
riamo il massimo e il minimo assoluto di /' [x) fra a e n-fS, (a e 
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S, incliis.). Supponiamo = già suiScientemente piccolo; si veilrà 
ito che se f(tt) è un massimo ili /"(j"), esisterà sempre iieìl'interno 
'intervallo stesso (i, «+S,) un punto o un tratto determinato 
corrisponderà il minimo assolato di f{x) fra a e o+-S,, perchè 
r certi valori di 5 inferiori a 5, il valore assoluto della diffe- 
oza /*(a4-S) — f (a) (che ora è negativa) sarà maggiore del valore 
assolato della differenza /"(o+^j) ^Z" ('0- Similmente si vedrà 
che, se in a si ha un minimo di f {r), nell'interno dello stesso 
istervallo (a, a+^i) esisterà nn punto o un tratto determinato 
lel qoale si ha il massimo assoluto dì f (.r), e parimenti, se in a 
li ha né un massimo uè un minimo, in un punto o in un tratto 
terminato nell'interno dello stesso intervallo si avrà ancora il 
8Ìmo o il minimo assoluto di f{x); talché in ogni caso, per 
ri|iisnto piccolo sia e, esisterà sempre un punto o un tratto deter- 
minato fra a e a+% (« escluso) cui corrisponderà un massimo o 
un minimo di f (x). Prendendo ora per s un valore l^ minore di e 
t tale che fra a e o4-i, non sia contenuto il punto o il tratto che 
^Bcn abbiamo determinato (neppure in parte), si giungerà alle stesse 
^Conclusioni per l'intervallo {«, d-f-Sj); e cosi continuando si vede 
^" Caramente che il numero dei massimi e minimi {punti o tratti) 
che si avranno in qualunque intervallo [a, n+s), per quanto 
pìccolo sia s, sarà sempre infinito; e volendo, si potrà anche 
— 'mire quel nimiero che più ci piace di punti o tratti corriapon- 
!i agli stessi massimi e minimi. 

Viceversa, se si osserva c)ie quando una funzione ha un mas- 
1 o un minimo iu nn punto interno di un intervallo (a, P), o 
in tratto determinato tutto contenuto nell'inferno dì questo 
rvallo, essa col variare di j' da a a p in alcuni tratti deve andare 
crescendo e in altri decrescendo, si potrà dire evidentemente che 
quando in ogni intorno di un punto a a destra o a sinistra, o dalle 
due partì la funzione f {.r) ha un numero infinito di mussimi o 
di minimi (punti o tratti), l'nna o l'altra delle due differenze 
fia+5) — f{a),fa-S) — f{a) o tutto e due presenteranno le singo- 
larità dette sopra. 

58. Queste osservazioni conducono a notare 1' esistenza di 
funzioni continue che all'intorno di punti speciali (come p: ea: il 



punto 1=0 per la funzione x sen - j hnnno un nomerò infinito 

di massimi e minimi {punti o tratti), o fanno un numero infinito di 
oscillazioni. In particolare poi ci permettono anche di notare che se 
ima funzione f (x) è continua in un dato intervallo e un estremo di 
questo intervallo non è un pimto di invariabilità, essa nello stesso 
estremo o sarà massima o minima, o in ogni intomo di esso avrà 
un numero infinito di massimi e minimi (punti o tratti); e nel 
caso che la funzione abbia dei tratti di invariabilità, la stessa 
osservazione potrà farsi pei punti estremi di questi tratti. 

59. Inoltre per le stesse osservazioni le funzioni che sono 
continue in uu dato intervallo finito potranno distinguersi ia 
funzioni chf nello l'tesso inlervalìo hnnvt uti niimern finito di tnaa- 
SJOTI p di minimi (punti o tratti) o un numero finito di oscillazioni; 
e funzioni che nrllo atesso intetvalh hanno un numero infinito di 
massimi e di minimi o dì oscillazioni. R per le prime i massimi e 
minimi saranno sempre in punti o tratti determinati dell' inter- 
vallo dato (*), mentre per le seconde potrà avvenire che essi ai 
aggruppino (in numero infinito) oegh intomi di un numero finito 
di punti speciali soltanto, in modo che, tolti questi punti con uu 
numero finito di intervalli piccoli quanto si vuole, negli intervalli 
restanti la funzione abbia soltanto un numero finito di massiuu 
e minimi (punti tratti); e potrà anche avvenire che essi ai tn>- 
vino aggruppati negli intorni di un numero infinito di punti dello 
etesso intervallo, e in modo anche che almeno da certe porzioni 
dell'intervallo stesso non sia possibile isolare nessun intervallo 
nel ({uale cada soltanto un numero finito di massimi e di minimi. 

00. In ogni caso però è facile vedere che se una funzione con- 
tinua in un dato intervallo ha un numero infinito di massimi e 
minimi, il numero delle oscillazioni (§. 50) ia cui ampiezza è 
maggiore di un dato numero i piccolo quanto si vuole è sempre 

(') Questi maisioii e miiiinii pntaoao estere d^tormìastì EUCFeaBimnents par 
nona dulie cnniiideruioiii mposte nel £. 9: ìncomiDciBnilo àoe dal diEtingnete 1 
puuCi t tu a e ^in punti cho soddurino reapcttivanicnte e punti cb<i non aoddiErkiw 
■Ila condizioni) che tn, s e x la ranxiane rarii aempra in nn «outo |cr»BoeDta o ieem- 
«cento) raati iaraiiabile, e duteruiìnsodo il pnato x' cba esosaìsi» la aeompoiiiliiiw 
fra le dUH classi indicate di ijuntl, e pui ripctcndu lo atcKHo per l'intervallo |x', p). ec 
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finito, e solo yà crescendo indefinitamente coir impiccolire inde- 
finitamente di . 

Preso infatti per a un valore determinato, piccolo quanto si 
Tuole, potremo (§. 42) immaginare decomposto V intervallo dato 
[a, P) in un nimiero finito di intervalli : 

(a, a+e), (a+e, a+26), (a+2s, a+3s) . . . (a+iis, 6), 

(1^ ultimo dei quali sarà di ampiezza uguale o inferiore ad s) in 
ciascuno dei quali le oscillazioni delle funzioni (intese nel senso 
del §. 37) siano minori di a; e in ciascuno di questi intervalli la 
funzione non potrà fare che oscillazioni di ampiezza minore di a. 
Ne segue che la funzione non potrà fare oscillazioni di am- 
piezza maggiore di a se non compiendole in parte in uno degli 
intervalli sopra indicati e in parte nei seguenti o nei precedenti; 
e quindi nel caso più sfavorevole, la funzione farà una prima 
oscillazione di ampiezza maggiore di a fra a e aH-2s, una seconda 
fra a+e e a+3e, una terza fra a-f-2e, e a-|-4e, . . . , e infine una 
w* fra a-}-(n-l)e e 6, e si avranno così tutt' al più n oscillazioni 
marioli di o; e questo mostra appunto quanto abbiamo enun- 
ciato, perchè n è sempre finito per quanto piccolo si prenda il a, e 
solo va crescendo indefinitamente coir impiccolire indefinito di a. 
61. Infine osserviamo che esempt di funzioni che sono con- 
tinue in un dato intervallo e hanno un numero infinito di 
massimi e minimi neir intomo di un numero finito di punti dello 

stesso intervallo si riscontrano nelle funzioni semplici a;sen— , 

sennxTcsenl ]; poiché di queste la prima presenta le 

V sen ti X ic / 

dette singolarità all^ intomo del punto 27=0, e la seconda le pre- 

senta all'intorno dei punti x= , ove m è un numero intero. 

In sonito poi daremo sotto forma analitica anche degli 
esempt di funzioni che sono continue in tutto un intervallo e che 
hanno un numero infinito di massimi e di minimi neir intomo di 
un numero infinito di punti di una porzione qualunque dello stesso 
intervallo. 
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Funzioni infinite volte discontinue. 

62. Abbiamo già detto che le funzioni discontinue soltanto 
in un numero finito di punti dell'intervallo (a, p) in cui si consi- 
derano si chiamano generalmente continue, e il loro studio si 
riduce in sostanza a quello delle funzioni continue in tutto un 
intervallo. Ora diremo alcune cose intomo alle funzioni che, 
essendo discontinue in un numero infinito di punti delP intervallo 
dato (a, p), possono distinguersi col nome di funzioni infinite voUe 
discontinue. (*). 

Queste funzioni possono essere discontinue in qualunque 
punto di una o di più porzioni dell' intervallo dato ^a, p), e possono 
anche invece in qualunque porzione di questo intervallo ammet- 
tere sempre dei punti di continuità; e per questo si dividono in 
due grandi classi, chiamando: 

Funzioni punteggiate discontinue quelle funzioni che sebbene 
infinite volte discontinue nell'intervallo dato (a, p), in qualunque 
porzione di questo intervallo ammettono dei punti di continuità; e 

Funzioni totalmente discontinue quelle funzioni che almeno 
in alcune porzioni dell' intervallo dato (a, p) sono discontinue in 
tutti i punti. 

Appartengono così alla classe delle funzioni punteggiate 
discontinue fra e 1 : 

/IV 
1.° La funzione che in tutti i punti x={ — j, ove n prende tutti 

i valori interi da a oo , ha il valore zero, e negli altri punti 
ha il valore uno. 

2.** La funzione che nell'intervallo da x=l a •^=-5 (gli estremi 
inclus.) ha il valore 1, da ^=n * ^=9^ ( 92 iiiclus. j ha il valore 
^, da ^=p2 * ^"=93 ( 93 ^^c^* ) ^* il valore^, e in generale da 
^=2n * ^=2"^ (2^ì^cl^8.j ha il valore ^. 

Hanbd chiama queste fanzioni, fanzioni ItMarmenU diaoontinue. 
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* Lii rnuzione che ia un gruppo infioito di punti di prluin 
(}Sg. 12 e 14) fra e le ugnale a zero e negli altri puuti 
"t aguale a uno. 

Appartengono invece alla classe delle funzioni totalmente 

discontinae fra e 1: 

■ . 1.° La funzione che pei valori razionali di x fra e 1 è uguale 

^fcxero e pel valori irrazionali è uguale ad uno. 

P 2.' La funzione che fra e 1 ha il valore uno per tutto fuorché 

negli intervalli di ampiezza C" che hanno il loro punto di mezzo 

nei punti ^=n^, in tutta l'eatenaìone dei quali (gli estremi incl.) 

è aguale a zero pei valori razionali di x, e uguale a uno pei valori 

irrazionali; supposto che sia C-Cti in modo da far sì che fra gli 



' 2" ' 2 ' 
oualunque consecutivi C"~' e C" cada 
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di due intervalli 
intervallo 
a sempre uguale 



^fcjl— (2C)"-'(1+Q net quale la funzione s 

^id uno. 

63. Ora quando si ahbia riguardo ai salti (§.34) che le funzioni 
iufini te volte discontinue possono fare nei differenti punti dell' in- 
tervallo dato {rt, |5), si vede chiaramente che per le funzioni pun- 
teggiate diacoutinne, in qualunque porzione dello stesso intervallo 
esisterà sempre uu altro intervallo nel quale si avranno salti 
minori di un numero arbitrariamente piccolo o. Viceversa se 
questo accade qualunque sìa i, per una funzione infinite volte 
discontinua, è facile vedere che essa sarà punteggiata discontinua. 
Prendendo infatti un intervallo qualunque (a, b) nell'iuter- 
tallo dato (n, 'f), noi potremo trovare in esso un iutervallo {a^ , &,) 
nel quale i salti della funzione siano minori di un numero arbi- 
trariamente piccolo a,, e iu questo potremo prendere un altro 
intervallo («',, 6',) i cui estremi siano distanti da «, e h, respet- 
tivamente di una quantità determinata, come p. es. siano ad una 
distanza da a, e It, ugnale alla quarta parte del r intervallo (d,, b,). 
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Funzioni infinite volte discontinue. 

62. Abbiamo già detto che le funzioni discontinue soltanto 
in un numero finito di punti dell'intervallo (a, p) in cui si consi- 
derano si chiamano generalmente continue, e il loro studio sì 
riduce in sostanza a quello delle funzioni continue in tutto un 
intervallo. Ora diremo alcune cose intomo alle funzioni che, 
essendo discontinue in un numero infinito di punti dell'intervallo 
dato (a, p), possono distinguersi col nome di funzioni infinite vòlte 
discontinue. (*). 

Queste funzioni possono essere discontinue in qualunque 
punto di una o di più porzioni dell' intervallo dato Ca, p), e possono 
anche invece in qualunque porzione di questo intervallo ammet- 
tere sempre dei punti di continuità; e per questo si dividono in 
due grandi classi, chiamando: 

Funzioni punteggiate discontinua, quelle funzioni che sebbene 
infinite volte discontinue nell'intervallo dato (a, p), in qualunque 
porzione di questo intervallo ammettono dei punti di continuità; e 

Funzioni totalmente discontinue quelle funzioni che almeno 
in alcune porzioni dell' intervallo dato (a, p) sono discontinue in 
tutti i punti. 

Appartengono così alla classe delle funzioni punteggiate 
discontinue fra e 1 : 

1.** La funzione che in tutti i punti x={ — \ ove n prende tutti 

i valori interi da a oo , ha il valore zero, e negli altri pimti 
ha il valore uno. 

2.** La funzione che nell'intervallo da x=\ a •^=-5 (gli estremi 
inclus.) ha il valore 1, da x= - a x=^^ [ ^ inclus. J ha il valore 
— , da ^=p2 a ^=p3 f 03 ì^cl. ì ha il valore^, e in generale da 

^=2n a -^=2^ \^2^.^x inclus.J ha il valore ^. 

(*) llanhel chiama queste fanzioni, fanzioni linearmentt ditootUinue, 
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3.* La funzione che in un gruppo infinito di punti di priiua 
Bpcciu (g§. 12 e 14) fra e 1 è uguale a zero e negli altri punti 
è ugnale a. uno. 

Appartengono invece alla classe delle funzioni totalmente 
discontinue fra e 1: 

1.° La funzione che pei valori razionali di .r fra e 1 è uguale 
a zero e pei valori irrazionali è uguale ad uno. 

2° La funzione che fra e 1 ha il valore uno per tutto fuorché 

;li intervalli di ampiezza C che hanno il loro punto di mezzo 

ponti X— — , in tutta l'estensione dei quali (gii estremi incl.) 
è ugnale a zero pei valori razionali di x, e uguale a uno pei valori 
irrazionali; supposto che sia C<Cti ^° modo da far sì che fra gli 



F 



estremi auccessivi ni,~\~ n 
qualunque consecutivi C"" 



-, — oC"' di due intervalli 

cada sempre un intervallo 

1 sempre uguale 

ad uno, 

63. Ora quando si abbia riguardo ai salti (§.34) che le funzioni 
infinite volte discontinue possono fare nei differenti punti dell'in- 
tervallo dato (a, p), si vede chiaramente che per le funzioni pun- 
teggiate discontinue, in qualunque porzione dello stesso intervallo 
esisterà sempre uu altro intervallo nel quale ai avranno salti 
minori di un numero arbitrariamente piccolo o. Viceversa se 
questo accade qualunque sia a, per una funzione infinite volte 
discontinua, è facile vedere che essa sarà punteggiata discontinua. 
Prendendo infatti un intervallo qualunque (a, b) nell'ioter- 
fallo dato (;(, fi), noi potremo trovare in esso un intervallo (flj , i|) 
nel quale i salti della funzione siano minori di un numero arbi- 
trariamente piccolo Q,, e iu questo potremo prendere un altro 
intervallo (a\, fc',) i cui estremi siano distanti da «, e fi, respet- 
tivamente di una quantità determinata, come p. es, siano ad ima 
distanza da, a, e fc, uguale alla quarta parte dell' intervallo ('(,, fc,). 
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Funzioni infinite volte discontinue. 

62. Abbiamo già detto che le funzioni discontinue soltanto 
in un numero finito di punti dell'intervallo (a, p) in cui si consi- 
derano si chiamano generabnente continue, e il loro studio si 
riduce in sostanza a quello delle funzioni continue in tutto un 
intervallo. Ora diremo alcune cose intomo alle funzioni che, 
essendo discontinue in un numero infinito di punti dell'intervallo 
dato (a, p), possono distinguersi col nome di funzioni infinite vòlte 
discontinue. (*). 

Queste funzioni possono essere discontinue in qualunque 
punto di una o di più porzioni dell' intervallo dato ^a, p), e possono 
anche invece in qualunque porzione di questo intervallo ammet- 
tere sempre dei punti di continuità; e per questo si dividono in 
due grandi classi, chiamando: 

Funzioni puyiteggiate discontintie quelle funzioni che sebbene 
infinite volte discontinue nell'intervallo dato (a, p), in qualunque 
porzione di questo intervallo ammettono dei punti di continuità; e 

Funzioni totalmente discontiìiue quelle funzioni che almeno 
in alcune porzioni dell' intervallo dato (a, p) sono discontinue in 
tutti i punti. 

Appartengono così alla classe delle funzioni punteggiate 
discontinue fra e 1 : 

1.** La funzione che in tutti i punti x=( — \ ove n prende tutti 

i valori interi da a oo , ha il valore zero, e negli altri punti 
ha il valore uno. 

2.'* La funzione che nell'intervallo da a?=l a x=-^ (gli estremi 

inclus.) ha il valore 1, da ^=^ * ^=9^ ( 92 ii^clus. j ha il valore 
—, da x=^ a ^=p3 f p3 incl. J ha il valore^^, e in generale da 
^=2n a ^=2^(2»rn^^c^^s.J ha il valore ^. 

(*) Hanhel chiama queste fanzioni, fanzioni liMarmenU ditootUinue, 
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3.* Ln funzione che iu un gruppo iniìoito di punti di prìnm 
specie (^. 12 e 14) fra e 1 è uguale a zero e negli altri punti 
è ugnale a uno. 

Appartengono invece alln classe delle funzioni totalmente 
diacontiaiie fra e 1 : 

i." La funzione che pei valori razionali di J fra e 1 è uguale 
a zero e pei valori irrazionali è uguale ad uno. 

2.° La funzione che fra e 1 ha il valore «no per tutto fuorché 
negli intervalti di ampiezza C" che hanno il loro punto di mezzo 

nei punti ^—^i,, in tutta l'eatenaìone dei quali {gli estremi incl.) 

i ugnale a zero pei valori razionali di x, e uguale a uno pei valori 

irrazioaali; supposto che sia C<7i in modo da far sì che fra gli 

estremi SDccessivi oii"f"o^"' oi:ri — .yC""' di due intervalli 
qualunque consecutivi C"' e C" cada sempre un intervallo 
njjl — (2C)"~'(l~l~C)f ne! quale la funzione sìa sempre uguale 
ià uno. 

G3. Ora quando ai abbia riguardo ai salti (§.34) che le funzioni 
infinite volte discontinue possono fare nei differenti punti dell' in- 
tervallo dato («, |B), si vede chiaramente che per le funzioni pun- 
t^^ate discontìnue, in qualunque porzione dello stesso intervallo 
esisterà sempre un altro intervallo nel quale sì avranno salti 
minori di un numero arlntrarìameote piccolo o. Viceversa se 
questo accade qualunque sia a, per una funzione infinite volte 
discontinua, è facile vedere che essa sarà punteggiata discontinuo. 
Prendendo infatti un intervallo qualunque (a, Ij) nell'inter- 
vallo dato (ce, p), uoi potremo trovare in esso un intervallo (a, , b,) 
nel quale i salti della funzione siano miiion di un numero arbi- 
trarianiente piccolo a„ e in questo potremo prendere un altro 
intenp'allo («',, b\) i cui estremi siano distanti da n, e 6, respet- 
tiramente dì una quantità determinata, come p. es. siano ad una 
distanza da a, el>, uguale alla quarta parte ddl' intervallo (u,, &,). 
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Funzioni infinite volte discontinue. 

62. Abbiamo già detto che le funzioni discontinue soltanto 
in un numero finito di punti dell'intervallo (a, p) in cui si consi- 
derano si chiamano generalmente continue, e il loro studio si 
riduce in sostanza a quello delle funzioni continue in tutto un 
intervallo. Ora diremo alcune cose intomo alle funzioni che, 
essendo discontinue in un numero infinito di punti dell'intervallo 
dato (a, P), possono distinguersi col nome di funzioni infinite volte 
discontinue. (*). 

Queste funzioni possono essere discontinue in qualunque 
punto di una o di più porzioni dell' intervallo dato ^a, p), e possono 
anche invece in qualunque porzione di questo intervallo ammet- 
tere sempre dei punti di continuità; e per questo si dividono in 
due grandi classi, chiamando: 

Funzioni punteggiaie discontinue quelle funzioni che sebbene 
infinite volte discontinue nell'intervallo dato (a, p), in qualunque 
porzione di questo intervallo ammettono dei punti di continuità; e 

Funzioni totalmente discontinue quelle funzioni che almeno 
in alcune porzioni dell' intervallo dato (a, p) sono discontinue in 
tutti i punti. 

Appartengono così alla classe delle funzioni punteggiate 
discontinue fra e 1 : 

1.** La funzione che in tutti i punti x=( — Y ove n prende tutti 

i valori interi da a oo , ha il valore zero, e negli altri punti 
ha il valore uno. 

2.° La funzione che nell'intervallo da x=l a x=^ (gli estremi 

inclus.) ha il valore 1, da ^= ^ * ^^^oi [ 92 i^^clus. j ha il valore 
—, da ^=rt2 a ^=Ò3 ( 93 ilici. J ha il valore^, e in generale da 
^=2^ a ^=2-^(^2»i"^ìinclus.J ha il valore ^. 

(*) Hankel chiami qaeste fanziuni, fanzioni liMarmente ditootUinue, 
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3.' La fuiizÌDne che in un gruppo infinito di punti di prima 
3[iecie (§§. 12 e 14) fra e 1 è uguale a zero e negli altri punti 
^ uguale a uno. 

Appartengono invece alla classe delle funzioni totalmente 
didcontioue fra e 1: 

1.° La funzione che pei valori razionali di j" fra e 1 è uguale 
ji zero e pei valori irrazionali è uguale ad uno. 

2.° La funzione che fra e 1 ha il valore uno per tutto fuorché 
uegli iaterralli di ampiezza C" che hanno il loro punto di mezzo 

nei punti ^=^., in tutta l'estensione dei quali (gli estremi incl.) 

^ aguale a zero pei valori razionali di x, e uguale a uno pei valori 

irrazionali; supposto che sia C<[2> in modo da far si che fra gli 



estremi successivi 



1,1, 



qualunque consecutivi C"' 



j^^C"' di due intervalli 
cada sempre un intervallo 
1 sempre uguale 



G3. Ora quando si abbia riguardo ai salti (§.34) che le funzioni 
infinite volte discontinue possono fare nei differenti punti dell'in- 
tervallo dato (a, p), si vede chiaramente che per lo funzioni pun- 
teggiate discoutinue, in qualunque porzione dello stesso intervallo 
esisterà sempre un altro intervallo nel quale si avranno salti 
minori di un numero arhi trariamente piccolo a. Viceversa se 
questo accade qualunque sia 'ì, per una funzione infinite volte 
discontinua, è facile vedere che essa sarà punteggiata discontinua. 
Prendendo infatti un intervallo qualunque (a, b) nell'inter- 
vallo dato (ci, P), noi potremo trovare in esso un intervallo (a, , b,) 
nel quale i salti della funzione siano minori di un numero arbi- 
trariamente piccolo o,, e in questo potremo prendere un altro 
intervallo (a',, &',) i cui estremi siano distanti da », e b, respet- 
tivamente di una quantità determinata, come p. es. siano ad una 
distanza dau, etj uguale alla quarta parte dell'intervallo {a,, h,). 



Nell'intervallo {a\, b',) i salti (Iella fiiuKÌoue saraiiuu minori di i,, 
e in egso potremo trovare un altro intervallo («j, b^) nel quale i 

salti della funzione siano minori di ^-rj, ; e poi in questo intervallo 

(''il ^i) potremo prenderne un altro {a'j, b'a), come si è fatto nA 
caso precedente, i cui estremi a\ , b'a siano discosti da n^, b^ reapet- 
tivaniente di una quantità uguale alla quarta parte del r intervallo 
stesso («j, bj). Similmente poi nell'intervallo {«'a, 6's) potremo 
trovare un altro intervallo (113, b^) nel quale 1 salti della funzione 

siano minori di ^^ «ì, ... ; e così seguitando formeremo una sene 

di intervalli (o',, b',), {a'j, ò'j), {a\, 6'3),,...(a'„, b'„) ... nei quali 

i salti della funzione saranno successivamente minori dì a, , ^ 

oi'^i'-" ni^i°i'*-- ^ ^'^'^ qualunque di questi sarà tutto com- 
preso negli intervalli precedenti e sarà ancbe tutto interno ad altri 
intervalli (a, , A|), (Og, b^),. .., (qu, &>■)■■. nei quali si hanno pura 



salti minori di a^ , 



— il,, ni^'i'*" on— l '^ii'-- respettìvamente. Ora 

poiché tutti questi intervalli vanno evidentemente impiccolendo 
oltre ogni limite col crescere indeBnitodi m, s'intende subito cha 
gli estremi inferioria',, (l'j, a'j,... n',,,.. e gli estremi superiori 
A'|, 6'j, h'3... b'n,.. dei primi intervalli costituiscono due classi 
determinate di numeri come quelle del §. 6 alle quali corrisponda 
un punto determinato 1'; e ci è facile di vedere che in questo 
punto limite a la nostra funzione f{3^) è sempre continua- 
si osservi infatti che per ogni numero positivo e arbitrariamenta 

piccolo t esiste sempre un numero w pel quale si ha qìì:^ "1 <I '^' 

e quindi esisterà un intervallo {a„, ?/„) che sarà tutto situai^} nut-' 
l'hìtenio di un altro intervallo (a,„ bn) in ogni punto del quale 
salti della funzione saranno minori di o. Ora il punto a' può co&st^ 
derarsi come appartenente all'intervallo {«'„, i'„), e perciò interim 
all'intervallo (««, 6«}; quindi esìsterà un intorno (a'— e,, a' +6*) 
di questo punto tale che per tutti i punti x dì esso la differenza 
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/■(j?) — ^(a) sia numericamente minore di 5; e perciò f (x) nel 
ponto OL sarà continua, e così nell^intervallo (a, p) sarà una funzione 
pont^giata discontinua, come appunto avevamo enunciato. (*). 

64. Da ciò risulta che le funzioni punteggiate discontinue 
saranno le funzioni per le quali in qualunque porzione delP inter- 
vallo in cui si considerano esiste sempre un altro intervallo nel 
quale i salti sono minori di un numero arbitrariamente piccolo a; 
e le funzioni totalmente discontinue saranno invece le funzioni tali 
che, almeno per alcune porzioni delP intervallo dato, in ogni in- 
tervallo piccolo quanto si vuole preso nelle stesse porzioni fanno 
salti maggiori di un certo numero sufficientemente piccolo ma 
determinato 0. 

65. Di qui segue che per le funzioni totalmente discontinue 
il numero dei punti deir intervallo dato nei quali si hanno salti 
maggiori di un numero sufficientemente piccolo a sarà sempre 
infinito; mentre per le funzioni punteggiate discontinue, e per 
queste soltanto, potrà anche avvenire (come avviene p: es: per la 
seconda delle fanzioni del §. 62) che questo numero sia sempre 
finito, qualunque sia a, e vada soltanto crescendo indefinitamente 
coli' impiccolire indefinitamente di a. 

66. Per questa osservazione poi si può anche notare che ap- 
partengono sempre alla classe delle fimzioni punteggiate discon- 
tmue quelle funzioni infinite volte discontinue che neìV intervallo 
dato hanno soltanto un numero finito di oscillazioni (intendendo 
con ciò di parlare delle funzioni tali che per esse ^intervallo dato 
può decomporsi in un numero finito di intervalli successivi nei quali 
la funzione stessa non è mai decrescente o non è mai crescente). 
Per queste funzioni infatti, in ciascuno degV intervalli nei quali 
si ha una oscillazione, e quindi anche in tutto T intervallo (a, p), 
i salti maggiori di un numero arbitrariamente piccolo dovranno 

(*) Si poò osseirare che gli interyalli saccessivi (om', hm')y invece di dedurli come 
abbiamo fatto noi dagli altri inter?alli (a*, &«) col prendere i punti a'n, ò'* discosti da 
•• e 6ii respettiramente di una quantità uguale alla quarta parte deirintenrallo (an, 6«), 
li potrebbero ottenere con altri processi coi quali TinterTallo {a»*, &/) che si ha via 
m da dedarre dall* altro (0^* &J non yonisse cosi fortemente impiccolito; e allora invece 
di gioagere ad nn solo punto limito a.' nel quale /(a;) ò continua si potrebbe giungere 
tthoka anclM ad im tratto-limite in tetti i punti del quale / {x) ò puro sempre continua. 
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essere soltanto in un numero finito di punti, perchè altrimenti 
avvenendo essi sempre in un senso, la funzione dovrebbe divenire 
infinita; quindi le funzioni stesse non potranno essere che funzioni 
punteggiate discontinue. 

Derivata di una fimzione. 

67. Sia f {x) una funzione che in un punto x dell'intervallo 
(a, p) in cui si considera è finita e continua. Se a: è un punto 
intenio a questo intervallo (a, P) si chiama derivata di questa 

funzione nello stesso punto x il limite del rapporto 

per 8 tendente a zero tanto per valori positivi quanto per valori 
negativi, nell'ipotesi che questo limite sia determinato finito e ìndi- 
pendente dal segno di 5. Quando poi questo limite sia infinito 
(essendo determinato o no di segno) si usa ancora talvolta di con- 
siderarlo, dicendo però allora espressamente che la derivata di 
f (x) nel punto corrispondente x è infinita; ma fuori di questi casi 
conviene dire che la derivata della funzione f{x) nel punto x non 
esiste o è indeterminata. 

68. Nel caso però che il limite stesso di ^ — -^ per 

8=0 aia determinato (finito o infinito) soltanto da una parte (destra 
o sinistra del punto x)^ o abbia valori determinati ma differenti 
dall'una e dall'altra parte, si usa ancora qualche volta di con- 
siderarlo dalla parte ove è determinato ; ma allora si ha cura di 
distinguere il limite a destra da quello a sinistra, chiamando cioè: 

derivata della funzione f (x) a destra di x il limite di — 1 



per 8 tendente a zero per valori positivi o per 8=-fO, e chiamando 
derivai<i della funzione a sinistra di x il limite della quantità 
stessa per 8 = — 0; e così, ammessa questa distinzione, nel caso 
particolare che il punto x sia un estremo dell'intervallo (a, p) 
(non potendo allora il limite precedente considerarsi che da una 
parte dell'estremo stesso) la derivata che si avrà in quel punto 
sarà soltanto una derivata a destra o una derivata a sinistra del- 
l'estremo considerato. 



^ 



dare 

Km 



n ciò che segue però, se non si tratti dì nn estremo dell'iii- 
allo, noD sia detto espressamente di considerikre derivate h 
destra o derivate a sinistra, parlando di derivate in un punto 
intenderemo sempre parlare delle derivate intese nel aen'^o ordina- 
rio indicato nel paragrafo precedente ; e così fuori dei casi con- 
templati nel paragrafo stesso la derivata dì mia funzione in un 
^nto sarà considerata come non esìstente alfatto. 

69. Per le funzioni continue in tutto un intervallo, la esistenza 
almeno in generale (*) di una derivata finita per tutti i punti del- 
rintervallo stesso fu ammessa quasi fino agli ultimi tempi, senza 
dare luogo a veruna obiezione, ritenendola come sufficientemente 
lostrata da poche considerazioni geometriche che sì facevano 
lUe tangenti alle curve. Fu soltanto Ampère nel 1806 il primo che 
Stentò di dimostrare analiticamente resistenza di questa derivata; 
la dimostrazione ohe egli tenb') di darne, oltre che sarebbe 



considerano 

non può dirai 

ione della esi- 



K 



limitata alle funzioni che nell'intervallo finito in cui ! 

^presentano soltanto nn numero finito di oscillazioni, 

>pure per questo, caso speciale una dimostrazìo 

della derivata, sia perchè essa si limiterebbe tutt' al pìd a 
irare che la derivata di una tale funzione in tutto un inter- 
no, quando questa funzione non è costante, non può essere 
Lpre zero o sempre infinita, e resterebbe così lasciato da parte 
coso della indeterminazione, sia perchè, quando si esamini atten- 
lente, si riscontra che da essa non possono trarsi rigorosamente 
ipure queste conclusioni. 
I ragionamenti di Ampère infatti permettono solo di con- 
rlndere che se avvenisse che la derivata di una funzione che in 
tutto un intervallo è continua e non è mai crescente o non è 
mai decrescente fosse sempre zero o sempre infinita, la funzione 
stessa sarebbe una costante o sarebbe infinita, o per ogni valore 
di 1, arbitrariamente pìccolo nel primo caso, e arbitrariamente 
mde nel secondo, non esisterebbe un nnraero positivo e diffe- 



(*l NatluDO «3|ilicitAuent» che ora e in semita quando il diri cha una funiioDD 
dato laterTnllo s^Jdiafa s certu Fouiliiioal o ha cert« dato proprieU lotUnta 

di pqnti iioliti dolio steMO intervallo In tutti gli altri iwildisfn a qualls dulo con- 
diiiopi ha yuella ilutv ptapiiutii. 



— Ge- 
rente da zero a tale che per tutti i valori ili S nimicricamente 
inferiori ad s e per ttUti i ralori di -e nell'intervallo stesso si 
avesse sempre respettìvamente in valore assoluto: 



f(x-\-S)^f{x) 



<^. 



^(■^-t-«)-/"W 



>^: 



e questo è lungi dal porre ìn evidenza una contradizioue, e non ci 
dà affatto le conclusioni di cui sopra parlammo. 

Dopo il tentativo fatto da Ampère per dimostrare la esistenza 
di questa derivata, non ostante che altre questioni abbiano fatta 
vieppiù sentire la necessità di una tale dimostrazione, o almeno 
della determinazione delle condizioni di cantinuitìi della funzione 
sotto le quali la stessa derivata esiste, nessim altra dimostrazione 
è stata data che in sostanza non presenti tutti o alcuni degli 
inconvenienti che si riscontrano in quella di Ampère; e in alcuni 
trattati di Calcolo si è anche continuato a valersi per questa 
dimostrazione delle solite considerazioni geometriche intomo alle 
tangenti della curva rappresentativa di /'(■r). Ma esistendo anche 
delle funzioni continue ( §. 54, nota ) per le quali neppure si 
riesce a concepire una rappresentazione geometrica, ben s'intende 
quanto queste dimostrazioni manchino di rigore; e può dirsi 
perciò che con tali dimostrazioni l' esistenza, anche soltanto in 
generale, di una derivata per le fimzionì che sono continue ìn 
tutto un intervallo è tutt" altro che posta fuor di dubbio. 

Ma anzi, si conoscono ora anche alcune funzioni che, sebbene 
siano continue in tutto un intervallo dato e non presentino oscil- 
lazioni, pur nonostante hanno la derivata infinita in un numero 
infinito di punti di qualunque porzione dello stesso intervallo, o 
l'hanno indeterminata; e altre anche se ne conoscono che sebbene 
finite e continue in qualunque intervallo non ammettono mai una 
derivata finita e determinata; quindi si può ritenere ormai posto 
fuor di dubbio che mentre la condizione della continuità in tutto 
un intervallo è condizione necessaria per l'esistenza della derivata 
in ogni punto dello stesso intervallo, essa non è però (come ordi- 
nariamente si era ammesso fin qui) condizione sufficiente per 



— G9 — 

resistenza, neppure soltanto in generale, della derivata in tutto 
r intervallo ; e onde questa derivata esista, anche soltanto in 
generale, non basta che si abbia la continuità quale ordinaria- 
mente si definisce, ma oltre a questa continuità bisogna che siano 
soddisfatte altre condizioni che ancora non si conoscono, o si ab- 
bia per COSI dire una continuità speciale più restrittiva di quella 
che noi abbiamo definita. 

70. Daremo ora alcuni teoremi sulle funzioni derivate, i quali 
non dimostrano già la esistenza della derivata delle funzioni con** 
tinue (ciò che non può farsi), né danno le condizioni necessarie e 
sufficienti per questa esistenza, ma hanno però molta importanza 
perchè servono a stabilire rigorosamente alcune proprietà della 
teoria generale delle funzioni. 

Teorema I. La derivata di una funzione die in ttitto un 
infervallo ha sempre uno stesso valore finito è zero in tutto Vinter^ 
vallo. 

Questo teorema risulta subito dalla definizione della derivata. 

71. Teorema U. Se f (x) è una funzione die in tutto un inter* 
vallo (a, p) (a e p indus.) è finita e cotitinua, e per tutti i punti x 
fratte^ (a e p al più esclusi) ammette una derivata die è finita e 
determinata o che essendo infinita è determinata di segno, questa 
derivata in una porzione qmduìupie ddlo stesso intervallo: 

1.** Non potrà avere setnpre un valore infinito, 

2.* Non potrà avere sempre il valore zero, a meno che non sia 
costante in tutta la porziotve che si considera détto stesso intervallo, 

3.* Non potrà avere soltanto valori zero e valori infiniti. 
Consideriamo infatti una porzione qualunque (a, b) delP in- 
tervallo dato (gli estremi inclusi o nò), e formiamo la funzione: 



^(x)=f(x) -f(^c,)-±-^lf(b)-f(a)] 

che si annulla per x=a e x=b. 

Questa funzione ^ (x) evidentemente sarà finita e continua 
come la f(x) in tutto l'intervallo (a, 6), e la sua derivata, che 
indicheremo con ^' {x)j sarà sempre finita e determinata, o infinita 
e determinata di segno, insieme alla derivata di f(x). 
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Ora siccome questa funzione ^ (x) si annulla per x=a e 
x=b, ed è sempre continua, se essa non sarà zero in tutto V in- 
tervallo (a, 6), esisterà necessariamente (§. 47) almeno un punto 
determinato x' neìV intemo dell'intervallo stesso nel quale essa 
prenderà eflFettivamente il valore massimo o il valore minimo; 
quindi, tanto che ^ (x) sia sempre zero fra a e 6 quanto che non lo 
sia, esisterà sempre almeno un punto determinato x\ neW interno 
dell'intervallo (a, 6), pel quale si potrà trovare un numero diflFe- 
rente da zero e positivo s tale che per tutti i valori di S positivi e 
minori di e le differenze: 

^ (x'4-8) - ^ (x') , 4. (x'-S) - «l» (X'), 

I 

ove non sono nulle, abbiano sempre uno stesso segno determi- 
nato per tutti valori di §; e perciò i rapporti: 

S ' " -8 ~""' 

dove non saranno nulli, avranno ciascuno uno stesso segno per 
tutti i valori di S, e il segno dell' uno sarà opposto a quello del- 
l'altro; talché i loro limiti, per 3=0, sé esistono, dovranno essere 
nulli o di segno contrario. 

Ma questi limiti esistono, e devono avere tow stesso valore 
^' (x') finito e determinato, o infinito e determinato di segno, per- 
chè, per le ipotesi fatte, f{x) e quindi anche ^ (x) in ogni punto 
interno fra a e 6 e quindi anche nel punto x' ammettono una deri- 
vata che è finita e determinata o che essendo infinita è determinata 
di segno ; quindi si può dire intanto evidentemente che la derivata 
di ^ (x) e così anche quella di /*(/■) non potrà essere infinita per 
x=x\ e perciò non potrà essere infinita in tutti i punti dell' inter- 
vallo {a, b); e questo dimostra intanto la prima parte del teorema. 

Ora, non potendo la derivata di ^ (x) nel punto x' essere 
infinita, e per le ipotesi fatte dovendo anche essere determinata, si 
vede chiaramente che il resultato precedente potrà solo sussistere 

quando si abbia lim ^ -"" ■ ^— - --- = 0, e allora sarà: 

± 
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(1) r(x')=^iEi^^ 

quindi si può dire intanto che se fra a e 6 (a e 6 al più esclusi) 
f{x) ha una derivata sempre finita e determinata o che essendo 
infinita è determinata di segno, esisterà sempre entro Y intervallo 
(a, b) un punto determinato x' nel quale /" (x) ha un valore finito, 
e pel quale si ha la.formola precedente. 

Inoltre, supponendo ora che f{x)freLaeb non abbia sempre 
lo stesso valore, si vede subito che se f(a) e f(b) sono differenti 
fra loro, il valore f (x) di f (x) nel ponto x sarà diverso da zero, 
e se sarà f(fl) = f{b) potremo sempre prendere fra a e 6 due altri 
punti a e b' pei quali non sia f{a) = f (6'), e allora nel punto x 
corrispondente al nuovo intervallo {a\ b') la f (x') sarà pure dif- 
ferente da zero; quindi, se f (x) non è costante fra a e 6, esisterà 
sempre un punto determinato x nel' quale f (x) è finita e diffe- 
rente da zero; e questo dimostra evidentemente le due ultime 
parti del teorema, talché esso resta ora completamente dimostrato. 

Osserviamo che questo teorema nelle sue due prime parti 
costituisce quello che propriamente si era proposto Ampère di 
dimostrare per le funzioni che hanno soltanto un numero finito di 
oscillazioni nelP intervallo che si considera, perchè effettivamente 
a Ampère erano sfuggiti i casi di indeterminazione che possono 
presentarsi nella derivata ; ma, come è bene evidente , questo 
teorema non dimostra l'esistenza della derivata neppure limitata- 
mente alle funzioni che hanno un numero finito di oscillazioni, 
poiché in esso si suppone esplicitamente questa esistenza. 

72. Il teorema dimostrato dà luogo anche alle osservazioni 
seguenti: 

1."* Siccome ogni intervallo (a, b) nel quale f (x) è finita e 
continua e non è costante può sempre scomporsi (§. 54) in un 
numero grande quanto si vuole di intervalli parziali in ciascuno 
dei quali f(x) ha ancora la stessa proprietà, applicando il teorema 
precedente, si vede subito che se f(x) nello stesso intervallo (a, b) 
{a eb b1 più esci.) ha una derivata f (x) che è sempre finita e 
determinata o che essendo infinita è determinata di segno, in eia- 



scuno degli stessi intervalli par/jali in cui si può scomporre l'in- 
tervailo totale dovrà esistere almeno un punto x nel quale f [x) 
sarà finita e differente da zero, e si può perciò affermare che: Se in 
«» dato iniervaUo una funzione f{r) !■ filila e conlimui e non è 
costante, e in lutti i punti dell'intervallo tranne tutto al più negli 
estremi amtnette una derivata che è setnpre finita e detenninata o che 
essendo infinita è determinata di segno, in ogni porzione di questo 
intervallo esisteranno sempre infiniti punti nei quali la stessa deri- 
vata è finita e differatte da zero; senza però escludere con questo 
la possibilità che in altri punti (anche in numero infinito) nella 
stessa porzione la stessa derivata sia zero, e in altri sia infinita. 

2." Similmente spezzando l' intervallo totale in più intervalli 
parziali "e applicando il teorema precedente si vede subito che: Se 
f (x) oltre esser finita e confinna ammette una derivata in tutto 
l'intervallo cotne nel caso precedente, i punti nei quali questa deri- 
vata non sarà infinita, in qualimquepor^towc dell'intervallo stesso, 
costituiranno necessariamente un gruppo di punti di 2* specie, 
(§. 14); e lo stesso accadrà evidentemente anche dei punti nei quali 
essa è differente da zero tutte le volte che nell' intei-vullo dolo la 
funzione non abbia tratti di invariabilità. 

3.° In generale poi, riassumendo, si può dire che: Se una fun- 
zione f {x) è finita e continua in un dato intereallo, in ogni porzione 
di questo intervallo nella quale essa non è costante la sua derivata 
non potrà essere sempre zero o sempre infinita e determinata dì 
segno; ma in un numero infinito di punti della stessa porzione 
(se non in tutti) dovrà o essere finita e differente da zero, o essere 
infinita e non determinata di segno, o essere pietiamente indeter- 
minata. 

Si può poi notare che, quando f (r) è una funzione finita e 
continua in tutto un intervallo, la differenzi! / (-r+5} — f (x) per 
l'impiccolire sempre pifi di S non può cangiare segno che annul- 
landosi, e quindi, per la definizione dei limiti infiniti (§. 17), i punti 
x' (se esistono) nei quali la derivata di questa funzione è infinita 
e non determinata di segno non potranno essere punti pei quali 
f (x'-\-S)^f (x') passi dal jKisitiYo al negativo o viceversa finché 
col variare di d si resta soltanto da una stessa parte (deatra o 
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sinistra) del punto x\ perchè altrimenti nel punto x' là derivata dì 
f{x) sarebbe zero o assolutamente indeterminata. Ne segue che i 
ponti X ove la derivata della funzione f{x) è infinita e non deter- 
minata di s^no saranno soltanto i punti interni alP intervallo nei 
quali la derivata a destra è infinita e determinata di segno e la 
derivata a sinistra è pure infinita e di segno opposto, e in essi la 
funzione avrà un massimo o un minimo; talché se una funzione 
f{x) in tutta la porzione che si considera deir intervallo dato è 
continua e non fò oscillazioni (cioè non è mai crescente o non 
è mai decrescente), la sua derivata mentre potrà in alcuni punti 
(anche in numero infinito) della stessa porzione essere indetermi- 
nata, non potrà mai però essere infinita e indeterminata di segno. 

E si può notare in conseguenza che per una funzione finita e 
contìnua le derivate a destra o a sinistra di un punto a potranno 
presentare soltanto i tre casi seguenti: l."" di essere finite e deter- 
minate : 2.^ di essere infinite e determinate di segno: S.*" di essere 
tutt' affatto indeterminate. 

4.'' E facile poi di vedere che la seconda parte del teorema del 
paragrafo precedente può anche generalizzarsi col dire che: Se in 
un dato intervàUo una funzione f (x) è finita e continua, e eccettuati 
tut^al più i punti di un gruppo G di prima specie (§. 12) pei quali 
è incerto, in tutti gli altri ha sempre lu derivata ugìMle a zero, ess% 
nello stesso intervallo avrà sempre uno stesso valore. 

Supponiamo infatti dapprima che il gruppo 6 di punti da 
escludersi sia di ordine zero, cioè questi punti siano in numero fini- 
to, e escludiamoli con intervalli piccoli quanto si vuole a^, o^... ocm. 
In ciascuno degli intervalli restanti ii la funzione f{x) avrà la deri- 
vata sempre zero, e perciò in essi si avrà f{y)'=C9 essendo e» una 
costante; e poiché la funzione f{x) deve essere continua anche 
nei punti esclusi, e gli intervalli oc^, o^. .., am che escludono questi 
punti possono supporsi piccoli quanto si vuole, si vede subito 
(§. 45) che le costanti Ca devono essere tutte eguali, e quindi in 
tutto l'intervallo si avrà f{x)=c^ essendo e una costante. 

Lo stesso risultato si ottiene se il gruppo G dei punti da 
escludersi è del prim' ordine (§. 12), giacché allora esclusi con 
intervalli piccoli quanto si vuole a|, a^. . . a^ i punti del gruppo 
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derivato G' che, come è noto, sono determinati e in numero finito, 
in ciascuno degli intervalli restanti {« non potranno cadere che 
un numero finito di punti del gruppo G, e quindi in ciascuno di 
questi intervalli i, si avrà f (x)=c^^ essendo e, una costante; e 
poiché nei punti di G' che abbiamo esclusi f (x) è continua, e gli 
intervalli che escludono questi punti possono supporsi già presi 
piccoli quanto si vuole, si concluderà come precedentemente che 
le costanti Cg sono tutte eguali e che per conseguenza si ha f {^)=c 
in tutto r intervallo. 

Supponendo ora che la proprietà in discorso sia stata dimo- 
strata pel caso che il gruppo G sia di ordine (v-1)^ o sia di ordine 
inferiore, si vede subito che essa sussiste anche quando questo 
gruppo è di ordine v®. Escludendo infatti con intervalli piccoli 
quanto si vuole a„ o^,... dm i punti del gnippo G<^^ derivato v® 
di G (che, come è noto, sono determinati e in numero finito), negli 
intervalli restanti ig cadranno soltanto punti di G che potranno 
considerarsi come appartenenti a gruppi di punti di ordine (v-1)^ 
al più, e quindi in ciascuno i» di questi intervalli si avrà f (a?)=c,, 
essendo al solito Cg una costante ; e a causa della continuità di 
f (r) nei punti che abbiamo esclusi di G^'^ si concluderà come 
precedentemente che in tutto T intervallo si ha f{i:)^c essendo e 
una costante; e così evidentemente il teorema resta dimostrato in 
tutti i casi. 

È da notare che, mentre a priori si può anche essere incerti 
sulla esistenza o sul valore della derivata di f (r) nei punti del 
gruppo G, per il teorema dimostrato, si può dire ora che, quando 
f (x) soddisfa alle condizioni contenute nel teorema stesso, la sua 
derivata sarà zero anche nei punti del gruppo G. 

S.** L'ultima osservazione poi ci permette anche di dire eviden- 
temente che: Se in un dato intervallo dm funzioni f{x) e F(^) 
sono sempre finite e continue, e eccettuaci tutt'al pili un gruppo G di 
punti di primu specie pei quali è inceìio, in tutti gli allri amniet^ 
tono una stessa derivata finita e determinata, o sono tali che le 
indeterminazioni che presentano queste derivate sono le stesse per 
tutte e dm (per modo cioè che la differenza delle due funzioni 
abbia per derivata zero), allora qmste funzioni nello stesso inttr- 
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roWo nonpatramw differire l'una dall'altra che per ima quantità 
costante. 

E s'intende che Tincertezza che si ha pei punti del gruppo G 
può essere relativa alla esistenza della derivata di una o di tutte 
e due le funzioni f{x)eF {x\ e può anche esser relativa all^ ugua- 
glianza dei valori di queste derivate quando si sappia che esse 
esistono e sono finite, o air essere Tuna o T altra infinite e deter- 
minate o no di segno. A meno poi che non si sappia in qualche 
modo che anche pei punti di G le derivate di jf (:r) e di F (or) esi- 
stono almeno per una delle due funzioni (e che quindi T- incertezza 
sia soltanto relativa alla eguaglianza dei loro valori o alVesistenza 
della derivata di una sola delle due funzioni), s^ inkende anche che 
il teorema enunciato ora lascia ancora incerti sulla esistenza o 
sulla natura delle stesse derivate negli stessi punti. 

6."* Osserveremo ancora che la formula (1) ci mostra che: Se la 
funzione f{x) è finita e coììtìnua in tiUto r intervallo, e eccettuati 
tutto al più gli estremi di questo intervallo, in tutti gli altri pufiii 
ha sempre una derivata che è finita e determinata o che essendo 
infinita è determinata di segno, indicando con x e x-\-h {h positivo 
o negativo) dtée punti qualunque di questo intervallo {gli estremi 
indu8.)j e con 9 un numero compreso fra e 1 (0 e 1 esci.) che 
dipende da x e dah^ si avrà sempre: 

fix+h\=fix)+hru+^h). 

7.* Più generalmente poi si può dire che: Se uìia funzione f{x) 
è finita e continua in ttdto un intervallo, e eccettuati soltanto un 
numero finito di punti a„ «j, «3, . . . nei quali è incerto, in tutti 
gli altri essa ha una derivata determinata die noti può superare un 
numero finito, e pei punti a^, a^, ag,. .. i rapporti: 

fM±)-f(aù f_(fli±S)-f(a^) 

^5 ' S '•'• 

coff impiccolire nutnericamoUe di S se non tendono verso limiti 
finiti e d^termiìuUi oscillano pei'ò soltanto fra numeri finiti (§. 24 ), 
allora indicando con x e x-^h due punti qualunque dello stesso 
intervcUlo, si avrà: 

f(x+h)--f{x) = hA, 
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ore A è una quantità che dipende da x e da h tna che in vedove 
assoluto non può inai superare un dato numero finito e positivo. 

Osserviamo infatti che, se fra x e x-^-h (x e x-\-h al più esci.) 
f(x) ha sempre una derivata questo teorema risulta subito daUa 
osservazione precedente, talché basta ora considerare il caso in cui 
neW interno deir intervallo da a? a x-\-h cadono uno o più punti 
(1|, d'^, a^ • • • • 

Ora, in questo caso, per le ipotesi fatte, esisterà un numero 
positivo e differente da zero S| tale che per 8 numericamente 

inferiore a 8| e per 8 = ± S| i rapporti ti_LlL_A f y ^ 



I ^^~r ) — I \ i) . . , giano tutti numericamente minori di una 



quantità finita g^ mentre per 8 numericamente maggiore di 8^ gli 
stessi rapporti saranno invece tutti inferiori in valore assoluto 

~^— essendo g il massimo valore assoluto di f{x) nell'intervallo 



a 



^i 



dato; quindi indicando con A' la maggiore delle quantità g e -* » 

e supponendo che nelP intemo dell' intervallo da a? a x-\'h cada 
almeno uno dei punti a^, a^, a^^,,,. p: es: il punto a^, in modo 
che si possa porre x=^a(^h^ x-(-A=:a^±8', ove 8 e 8' sono posi- 
tive, si avrà in valore assoluto: 

/'(a.+S-) -/'(a,) < 5' A', f^a^:^^)-f(a^Xhk\ 

e quindi anche, in valore assoluto: 

/'(a,±8')-r(«,+S)<(5+S')A', 

e perciò sarà: 

f(.T-\-U)-f{x) = hh^k\ 

essendo h^ una quantità numericamente inferiore a uno; e questo 
evidentemente dimostra il teorema. 

8.** Dalla osservazione (5.' poi, come anche dai ragionamenti 
del §.71, si deduce in particolare che: Se ìielV intervallo (a, p) la 
funzione f {x) è sempre finita e continua e, eccettuati tìitto al piti 
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gli estremi ddl' intervallo, in ttitti gli altri ptoiti amìnetfe una deri^ 
tata che è finita e determinata o che essendo infinita è determinata 
di segno, e se inoltre nei punti estremi a eb la funzione stessa f (x) 
prende uno stesso valore, esisterà sempre fieli' intemo dell'intet*vallo 
{a, b) almeno un punto determitmto x' nel quale si avrà: f (x')=0. 
9."* Generalizzando poi Tosservazione 6/ si trova anche che: 
Se f (x) è una funzione finit<i e contintéa in tutto un intervallo 
{Xé^ x^-^-h) in tutti i punti del quale, tranne tìttfal piti gli estremi, 
amunette anche una derivala che è finita e determinala o che se è 
infinita è determifMta di segtw, e se inoltre F (x) è un altra funzione 
che nello stesso intervallo è anch'essa finita e continua e in ogni 
punto differente dagli estremi xo e Xo-\-h ammette uìm derivata die 
è finita e differetite da zero, tnentre in questi estremi può anche 
non avere derivata o averla uguale a zero o infinita, si avrà: 

f(Xo^ h)^f (Xo) _ f (3?o+ Q/0 

f{xo+h)—Y{xo) ~ F(xo-f9A)' 

essendo 8 un numero compreso fra e 1 (0 e 1 esclus.). 

Si osservi infatti che le condizioni poste per F (x) portano 
che F {xo-^-K) — F {xo) non sia zero (osserv. 8.'); e si consideri la 
funzione: 

che si annulla per x=sXo^ e x^Xo-^-h. Per il teorema della osser- 
vazione 8.* si vedrà subito che deve esistere un punto aro-j-OA 
intemo all'intervallo dato nel quale sia y' (Xo-|-OA)=0, e perciò 
si avrà la formola indicata. 

Si può notare che invece di supporre che F' (x) non sia mai 
zero o infinita frs. Xo e Xo-\-h^ potremmo supporre che non lo 
fosse f (x), ^ non fosse F (xo-^-h) = F (xo), ec. . . 

73. Mostrerò ora come il teorema contenuto nelPultima delle 
osservazioni che precedono dia luogo anche ad altri risultati molto 
importanti che nei trattati di calcolo non si trovano ordinaria- 
mente dimostrati con tutto il rigore e con tutta la generalità di 
cui sono suscettibili. 



— 78 — 

Supponiamo perciò che la nostra funzione / (x) coir avvici- 
narsi di X indeiinitamente ad un numero a a destra o a sinistra, 
p: es: a destra, possa anche crescere indefinitamente o divenire 
infinitesima, o anche possa avere una discontinuità di prima o di 
seconda specie per a:=a; ma, fuori del punto a nei punti di un 
intomo sufficientemente piccolo di a a destra, abbia sempre valori 
finiti (*) e sia continua e ammetta una derivata f {x) finita e 
determinata o infinita e determinata di segno; e proponiamoci di 
studiare come il modo di comportarsi di f (x) coli' avvicinarsi di x 
ad a indefinitamente dipenda dal modo di comportarsi di f (x). 

Per questo nel teorema contenuto nell'ultima delle osserva- 
zioni precedenti si supponga dapprima F (x)=(x-a)~* essendo k 
una costante, e si prenda a;o=a-j-S, .ro-|-A=a-f-s, con 8 e s numeri 
positivi arbitrariamente piccoli e 8<Ce. Si avrà: 

(2) /'(a+s) - f(a+S) = (S-»-s-*) ^^^^Ì¥ ' 

con S| compreso fra 8 e s, e di qui si trarrà: 

Ora evidentemente il numero e può supporsi piccolo quanto 
si vuole, e, se si suppone k positivo, per quanto piccolo si prenda £ 
si potrà sempre prendere poi 3 talmente piccolo che le due quan- 

tità f (a-j-e) 5*1 ( ~ ) siano minori di quella quantità che più ci 

piace ; quindi si avrà evidentemente per k positivo : 

lim f (a+8) 8* = — ^ lim /•' (a+8^) 8/*^ 

È bene avvertire esplicitamente una volta per tutte, a scanso di equivoci, 
che dicendo qui che le quantità / (x) e /' («) sono sempre finite, o prendono sempre 
valori finiti nei punii di o^i intomo di a (x escluso), non si esclude che alcuni di 
questi valori, pure essendo sempre finiti in ogni punto tpeeìoUé, possano anche andare 
crescendo indefinitamente coiravvicinarsi sempre più di x ad 2. 

Resta però ancora inteso che dicendo invece che una funzione/ (2) è finita in 
tutto un intervallo senz'altra osservazione, s'intenderà sempre che i suoi valori sono 
tutti compresi fra numeri finiti. 
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tutte le volte che uno almeno di questi due limiti è finito e deter- 
minato, o è infinito; e poiché quando jf ' (a-|-8) S*** per 8=0 o 
f {x) {x—oif^^ per a;=a-i-0 hanno un limite determinato e finito, o 
hanno per limite T infinito, questo limite è evidentemente quello 
di f (a+8|) 8|***, si conclude che in questi casi si avrà: 

Um f {x) (x-a)* = — J- lim f {x) (.r-a)**^ 

i limiti intendendosi presi per :^=a+0; e questo ci permette in- 
tanto di dire che: Se la funzioìie f{.i') nei pienti di un intorno 
a destra del punto a (a escluso) è finita e continua, e la sua deri^ 
vota f {x) negli stessi punti è finita e determinata, allora se per 
un dato valore positivo della costante k il prodotto f {x) {x — a)*** 
per 2r=a-(-0 ha un limite determinato e finito A, la quantità 

f(x) (x — a)* avrà pure un limite determinato e finito che sarà — , ? 

e se la prima di queste quantità ìia per limite ± oo la seconda 
avrà per limite T od, e si avrà così in questi casi: 

(4) ììmf (r) {x-af = - J- lim f (x) (x-af** . 

Similmente, prendendo invece nel teorema citato 
F (x) ^ log(a;-a), e osservando che allora si ha: 

<^^ -%r - bp [}' \^éj f ^"+^'^ ^" 

3Ì trova subito che: sotto le stesse ipotesi intomo alla funzione f{x) 
e alla sua derivata f (ar), si può dire anche che se f (x) (x-a) per 
a:=a-|-0 ha per limite una quatUità finita e determinata A, la quan- 
tità f(x) log (a?-a) ha lo stesso limite A; e se f (x) (x-a) ha per 
limite ±00 anche f{x) log {-c-a) Ita per limite ±oo ; e in questi 
casi sì ha: 

yy> x=a+o log (x-a) x=x+0 ' ^ ^ ' ^ 

Teoremi analoghi si troverebbero quando si prendesse nel 
teorema citato F(d?) = (ic-a)"'*log (a:-a), con k positivo ec... 
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Inolire sì può osservare che quando col tendere di S a zero 
le quantità f (a+8) 8*^*, o f (a+S) 8 senza avere un limite deter- 
minato oscillano fra limiti finiti diversi da zero e dello stesso 
segno, lo stesso per le formole (3) e (5) accadrà delle quantità 

f (a+S) 8* o . ^ , o queste quantità avranno un limite finito e 

determinato e differente da zero; talché per questo e per i teoremi 
testé enunciati si può anche asserire (§. 28) che quando colTawi' 
cinarsi indefinitamente di x ad et. {a destra) la derivata di f (x) 
è aetnpre determinata e finita (essendo o nò continua) tna cresce 
indefinitamente e per a;=sa-i-0 diviene infinita di prim' ordine o di 
ordine k-\-\ superiore al primo, la funzione f{x) per a:=a-f-0 
diverrà infinita essa pure di ordine logaritmico o di ordine k 
respettivatnente. 

Si può poi osservare che quando in ogni intomo sufficiente- 
mente piccolo di a a destra vi sono sempre dei punti nei quali la 
derivata f (x) di f (x) è infinita e determinata di segno, i pro- 
dotti f (x) (a:-a)*** con A: > non potranno avere un limite finito 
e determinato e tutt' al più potranno aver per limite V infinito; 
talché allora le eguaglianze dei due teoremi precedenti sussiste- 
ranno soltanto quando si abbia lim f (x) {x — a)*+* = ± oo . 

*=:3C+0 

74. Supponiamo ora nella formula (2) k negativo e = — p; 
si avrà: 

.(..0-n..e,.,.-a,)r<?+MVZ; 

e quindi evidentemente se la quantità f (a4-8) 8*"^, con p posi- 
tivo ma piccolo a piacer nostro, ha per limite zero o una quantità 
finita o oscilla fra limiti finiti, si potrà fare in modo che per tutti 
i valori di 8 inferiori ad e la differenza f (a+O — f{'^'\'^) P^r s 
sufficientemente piccolo sia sempre numericamente minore di qual- 
siasi quantità arbitrariamente data a. Ne segue (§. 22) che in tal 
caso f (x) per a?=a+0 avrà un limite determinato e finito A, 
talché si può intanto concludere che: Se nei puììti di un intomo 
di a a destra (a escluso) la funzione f(x) ammette sempre utia 
derivata determinata (coìUinua o tiò) die si nuiìUiene inferiore a 
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un numero finito o che, se cresce indefinitwnente col fewlere di x 
ad a, diviene infinita soltanto di un ordine die è inferiore al primo 
per una quantità finita p, la funzione f (x) colV avviciìiarsi inde- 
finitatnente di x ad a non stipererà inai un certo numero finito, e 
(wrà un limite determinato e finito, e in a verrà tutfal più ad 
avere una discontinuità di prima specie. 

Da ciò risulta che quando i valori di f (a+^) ^^"^ (anche 
soltanto per valori di p sufficientemente piccoli) hanno per limite 
zero o una quantità finita o oscillano fra limiti finiti, cambiando, 
se occorre, il valore di f (x) nel punto a col prendere per f{a) il 
valore di /'(a+0)i la funzione f{x) diverrà continua anche in 
questo punto; e allora, fatto, se occorre, questo cambiamento, 
potendo supporre 8=0 nella formula precedente, si avrà: 

^ ^ if p ' 

ciò che ci permette di dire che in questo caso se f {x) {x — a)*-'* 
per valori differenti da zero e positivi di p ha un limite detenni^ 

nato e finito Aper ir=a+0, la quantità -~ .y- per a7=a-f-0 

A 

arra per limite - ^ e se il primo di questi limiti è ± oo anche il 

secondo sarà ± oo ; e potrebbero qui pure trarsi conclusioni 
intomo agli ordini degli infinitesimi di f{x) — /"(a) per a:=a-(-0 
in relazione con quelli degli infinitesimi o degli infiniti di f (x) per 
x=a-|-0, come abbiamo fatto sopra per gli infiniti della stessa f{x). 
Risultati analoghi si otterrebbero prendendo 

-T iX) — i z r , eC. • • • 

log (X— a) 
Si può poi notare come conseguenza del teorema enunciato 
sopra che quando la solita funziane f(x) ha una discontinuità di 
seconda specie nel punto a e le sue derivate fuori di questo inmto 
sono setnpre determinate e finite, esse coW avvicinarsi itulefiìiita- 
fnetUe di x ad a dovranno sempre prendere anche un numrro infi^ 
nito di valori che, sebbene finiti, siano numericamente maggiori 
di qualunque numero dato. q 



Di ciò ai ha im esempio per x^O nelle funzioni die per x^O 

hanno un valore finito qualunqne e per x diverso da zero sonO' 

,.111 
uciiali a aen — « o a — sen —, ec. . . . 

° XXX 

75. Supponiamo poi nella formula {7} p^\ (con che essa si 
riduce a quella della osservazione 6." del g. 72); ai vede allora 
chiaramente che: Se la quantità f (r) per x=-x-\-0 kn un limitii 
delenninaio e finito o un limita infinito, la derivata di /'{.rt per 
x=a a deatra esisterà essa pure e sarà uguale a questo limite di f {t); 
eaef {x) per j;^a-|-0 non avrà un limite determinato ma oacUlerà 
fra limiti finiti coWatmcinarsi di x ad i indefinitamente, allora o 
la derivata di f{x) nel pttnto a sarà ancora determinata e finita, 

il rapporto ' ' — col tendere di S a zero per valori 

positivi oscillerà anch'esso fra limiti finiti. Risultati analoghi ai 
hanno nel caao che /(e) co 11' avvicinarsi di ^ ad a indefinitamente 
oscilli fra limiti infinitamente discosti. 

76. E dietro ciò ai può anche per conseguenza affermare che: 
Se in un intorno di un punto a a destra (a incluso) In funzione 
f{x) è sempre finita e continua, nel putUo i^a essa potrà non 
ammettere una derivata a destra né finita né infinita soltanto n«i 
casi seguenti: 

1." che non esista una derivata finita e determinata o infinita 
e determinata di segno per ogni punto delio stesso intorno al di 
fuori di a. 

2° che esistendo questa derivata per ogni punto deW intorno 
di a. che si considera {a escluso), i suoi valori non abbiano un limite 
determinato finito o infinito per z=(x-)-0- 

77. E, in quesfidtima ipotesi della esistenza delle derivate di 
f{^) per ogni punto dell'intorno di a che si considera (a escluso), 
avendo ancora riguardo alla formula che viene dalia (7) col farvi 
j3=l, si può anche asserire che; 

1.° La derivata di /"(j) nel punto et a destra non potrà essera 
infinita altro che quando le derivate stesse abbiano per lìmite l'infi- 
nito per x=:ai-\-0, o che set^sa aver per limite l'infinito, in infiniti 
punti dello stessa intorno prendano anche valori che sebbene finiti 



1 
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tiano HUimrieamfjite maggiori di qualnnqtw quantità daia, amza 
esdudnre mn ciò che in alcuni jiantl dello nteaso intorno possano 
anche aeere calori infiniti. 

2." Sf. la derivata /"(a) di f{x) nel punto a. a destra i determi- 
nata e finita, le derivate di f{x) nei punti ilell'intomo di a che ai 
tnyuidara dovranno aver per limite f"{x) per a^a+O, o almeno 
IH infiniti punti delle stesso intomo dovranno aver valori che diffe- 
'\scono da f (r*) mmo di qualunque quantità data, per quanto in 
ifiniti aitri punti del medesimo intorno possano ancìie avere valori 
tolto differenti e anche essere infinite. 

78. S'intende poi che queste osservazioni condurrebbero anche 
ad oltre relative al caso die nel punto a sì considerino le derivate 
a deatra e a sinistra ad un tempo, o le derivate intese nel modo 
irdinarìo, e si otterrebbero allora altri teoremi di complemento 
» quelH dei g§. 71 e 72. 

Così p: es: per !e osservazioni precedenti si troverà subito 
Ae: Se f (x) è una funzione che in tutto l'intervallo («, p) è finita e 
continua, e, eecettudti t]itfal più gli estremi a e p, in tutti gli altri 
ammette una derivata determinata e finita o infinita e determinata 
di segno, questa der imita o prenderà valori namericamente inferiori 
a un numero finito in qualunque punto intemo all'intervallo, o in 
infiniti putiti dello stesso Ìntere(dlo prenderà anche valori che, 
sebbene finiti, in valore assolido saranno superiori a qualunque 
nttmero dato arbitrariamente grande, sehza escludere in quest'ul- 
timo caso che possano esservi anche infiniti punti nei quali la 
derivata stessa è infinita. 

E, nella solita ipotesi che f(x) ncll' intervallo (a, 3) sia sem- 

finita e continua e fra a e ^ (a e ^ al piti esclusi) ammetta 

,pre una derivata determinata e finita o infinita e determinata 

0, attribuendo alla derivata valori speciali anche negli 

a e p quando in questi punti non esista, e considerando 

poi questa derivata nell'intervallo (a, (5) come una funzione -p (x) 

di X (che potrà quindi avere in alcuni punti anche valori infiniti), 

basterà aver riguardo al teorema del §. 75 per potere asserire 

: Nelle indicate ipotesi questa funzione derivata f (i) nei punti 

è finita non potrà avere mai discontinuità ordinarie neppure 
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soltanto da una parte, ina potrà ttdt'alpiù avere delie discontinua 
di seconda specie; e nei punti ove è infinita dovrà comportarsi in 
modo che negli intorni degli stessi punti a destra e a sinistra % suoi 
valori abbiuno per limite l'infinito o oscillino fra limiti infinita- 
mente discosti, senza escludere con ciò che questi valori fuori del 
punto a possano anche esser sempre finiti, non ostante che alcuni 
di essi debbano essere arbitrariamente grandi in valore assoluto. 

Così p: es: si vede che la derivata della funzione x* sen - 

esiste ed è finita per qualunque valore di a; e nel punto x=0 ha 
una discontinuità, ma questa discontinuità è di seconda specie. 
Similmente per la funzione che per x=0 è zero, per x positivo 

è yx ( l-^-x sen- j, e per x negativo è — 1/ — x ( l-\-x sen- j 

ove i radicali sono presi positivamente, la derivata esiste sempre 
e nel punto .t=0 è + oo, ma negli intorni di questo punto, oscilla 
continuamente fra limiti arbitrariamente grandi positivi e negativi. 
79. Fermandosi poi alle derivate di una funzione considerate 
soltanto a destra o a sinistra dei punti del solito intervallo, è 
facile dimostrare che la seconda parte del teorema del §.71 può 
generalizzarsi col dire che: Se una funzione f{x) è finita e con- 
tinua in tutto un intervallo (a, p), le sue derivate a destra (o a 
sinistra) dei punti dell' intervalle stesso (un estremo escluso) non 
possono essere tutte nulle a meno che la funzione ìwn sia costante. 
Si supponga infatti per semplicità a<3, e si ammetta che le 
derivate a destra di fQv) per tutti i punti x dell'intervallo (p esci.) 
siano tutte nulle, e si formino le due funzioni : 

essendo una quantità positiva. 

Queste funzioni y (x) e ']> (x) saranno finite e continue in 
tutto l'intervallo (a, p) come la f(x)^ e le loro derivate a destra 
di ogni punto x neir intervallo stesso (P esci.) saranno sempre 
uguali a e — respettivamente; quindi per ognuno di questi 
punti X e per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo o 
esisterà un valore speciale e positivo e tale che per tutti i valori 
positivi di h inferiori ad e si abbia in valore assoluto: 
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j 0<a, ^^r + 0<o, 

e perciò le differenze 9 (a?+A) — y (a?), <J» (j:-j-A) — <J» (a?) pei valori 
di h positivi e inferiori ad e saranno Puna positiva e P altra 
nativa. 

Segae da ciò che per ogni intervallo da a a p', essendo p'<CP» 
il massimo della funzione tp (x) e il minimo di ^ (x), (che certo 
dovranno esistere perchè queste funzioni sono continue) non 
potranno essere che nel punto estremo P' dell'intervallo stesso 
(a, p*), e perciò si avrà sempre <p (P') >? («)» 4» (P) <C'} (a) ovvero: 

/^(P')-A«) + 8(p'-a)>0, f(^')-f(a)-9(?'-a)<0, 
anche: 

- 8 (p'-ot) <f(?') -f(a)<Q (p'-a) ; 

quindi, poiché è arbitrariamente piccolo, si avrà intanto eviden- 
temente f(^') = f{cL) per tutti i valori di p' compresi fra a e p 
(p al più escluso); e ora, osservando che la funzione è sempre 
continua nell'intervallo (a, p), si conchiude che sarà anche (§. 45) 
/*(P) = /*(«), e il teorema resta così completamente dimostrato. 
La stessa dimostrazione si farebbe pel caso delle derivate a 
sinistra; e ora con considerazioni simili a quelle svolte nel §.72 
si potrebbero generalizzare anche i teoremi 4.** e .5.** del paragrafo 
stesso. 

80. Tornando ora a parlare delle derivate intese nel senso 
ordinario, osserveremo che, mentre in generale si può dire che 
quando una funzione f (x) è finita e continua in un punto x 
l'accrescimento jf(a:-f-5) — /"(a?) della funzione e l'accrescimento 
(positivo o negativo) S della variabile divengono sempre insieme 
infinitesimi, colla considerazione delle derivate si possono enun- 
ciare risultati più completi, e si può affermare che: 

1.* quando nel punto x la funzione f{x) ammette una deri- 
vata che è determinata, finita e differente da zero, l'accrescimento 
f{x+S) — f{x) della funzione stessa rispetto all'accrescimento 8 
della variabile, coli' impiccolire indefinitamente di quest'ultimo 



diviene infinitesima del prim' ordine, e in modo che il rapporto 



/•(»+5)-fW 



abbia un limite determinato e indipendente dal 



segno di 8; 

2." quando la derivata di flJ.-) nel punto x è zero o infinita 
(e determinata o nò di segno) T accrescimento della funzione 
rispetto all'accrescimento S della variabile diviene infiniteiìiino dì 
ordine superiore o inferiore a! primo respettivamente: 

3.° e infine quando la derivata di f{x) nel punto . 



di 5 non abbia lo stesso limite che pei valori positivi, sia perchè 
per S positivo o per 5 negativo o in ambedue i casi non abbia 
un limite determinato, l'accrescimento della fnnzione rispetto al- 
l'accrescimento della variabile considerato da una delle due parti 
di X o sarà ancora di prim' ordine, u, senza essere propriamente di 
ordine minore o uguale al primo, sarà di ordine non maggiore 
del primo o viceversa, o anche infine questi accrescimenti, sebbeue 
ambedue infinitesimi, rispetto all'ordine di iufiniteaimo non sa- 
ranno in nessun modo comparabili l'uno all'altro (§. 27); e mentre 
da una parte di :r potrà presentarsi una di queste particolarità, 
dall'altra parte potrà presentarsene un altra, ec. 

Per queste osservazioni poi e pel teorema del §, 71 può dirsi 
ora che se f{i) è finita e continua in tutto un intervallo e non è 
costante, l'accrescimento della funzione rispetto a quello della 
variabile non può essere infinitesimo di ordine superiore al primo 
(neppure soltanto logaritmicamente ec.) in tuHi i punti di una 
porzione qualunque dello stesso intervallo; e nel caso particolare 
che la funzione stessa abbia soltanto un numero finito di massimi 
e di minimi, si può dire anche che il suo accrescimento rispetto a 
quello della variabile non può essere sempre di ordine inferiore al 
primo per tutti i punti dì una porzione qualunque dell'intervallo 
in cui si considera, perchè altrimenti la sua derivata in intervalli 
finiti sarebbe sempre infinita e determinata di segno (g, 72, 3.°), 
e questo non può essere. 

81. Di qui si deduce in particolare che se la funzione f(r) è 
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■.finita e continua in tutto im intervallo, e si prende a cnnsìderare 

ma porzione qualunque di questo intervallo nella quale /'(j") non 

ha aenip^e uno atesao valore, non sarà possibile di trovare un 

numero positivo e differente da zero e tale che in o(/ni intervallo 

h di ampiezza minore di s preso nella stessa porzione le oscilla- 

' óoni Dj della funzione siano di un ordine di piccolezza superiore a 

■ quello dell'intervallo h (anche soltanto logaritmicamente), in modo 

l^oè che per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo 3 

■in possa trovare un valore su ffi cicute me ute piccolo di s tale die 

Eper tutti gli intervalli A la cui ampiezza è inferiore ad e il quo- 

Ijxiente -r- sia sempre minore di i. 

P-E chiaro infatti che se (j", x-\-h) è un intervallo cui corrisponde 



^oscillazione D^ s 



il in valore assoluto f-^- 



k quindi He potesse esser sempre ^ <j^, la derivata di f (x) sa- 

d>be sempre zero qualunque fosse il punto x, e questo non può 
»™(§.71), 

E se f(.r), oltre essere finita e continua nell'intervallo dato, 

1 avrò in questo intervallo un numero infinito di massimi e 

inimi, allora si può anche affermare che per qualunque porzione 

che si consideri dello stesso intervallo non sarà possibile di trovare 

un nomerò positivo e differente da zero e tale che, in ogni inter- 

Tallo h di ampiezza minore di e preso nella stessa porzione le 

icillazioni D» della funzione siano di un ordine di pit;co!ezza infe- 

pore a quello dell'intervallo A (anche soltanto logaritmicamente), 

i modo cioè che per ogni quantità positiva e arbitrariamente 

inde lo si possa trovare un numero sufficientemente piccolo s 

ale che per tutti gli intervalli h di ampiezza inferiore ad t il 

itxdente -j- sia sempre mi^giore di u. 

In questo caso infatti, spezzando, se occorre, l'intervallo totale 
1 pili intervalU parziali limitati ai punti corrispondenti ai mas- 
i ai minimi, e supponendo che negli intervalli parziali cosi 
iati all'intervallo {x, x-]-h) corrisponda la oscillazione D^, si 



e perei I», 



avrà sempre in valore assoluto - = — ; 

KB potesse esser sempre -^ ]>■ w, la derivata di f(x) sarebbe sem- 
pre infìaita e determinata di segno per qualunque posizione del 
punto X, e questo è in contradÌzÌoue col teorema del §. 71. 

Se poi la funzione f (x) neìV intervallo dato o nella poraione 
di esso che si considera ha un numero infinito di masaiiui e di 
minimi, allora potrebl>e darsi che quest'ultima proprietà rispetto 
alle oscillazioni Di, di f{x) non sussistesse più, e fin ora non ai 
può affermar nulla di generale. 

82. Quando la derivata di una funzione f{r) che in un dato 
intervallo è finita e continna esiste per tutti i punti dello stesso 
intervallo ed è una nuova funzione f'(j:) della x finita e continua 
essa pure, si considera anche la derivata di questa funzione, e 
s' indica ordinariamente con f"{^) ; e chiamando allora la f'ir) 
derivata prima di f (x), si chiama la f'(x) derivata seconda di /"(/); 
e se questa derivata seconda è essa pure una nuova funzione della 
X finita e continua in tutto l' intervallo, allora si considera anche 
la sua derivata che ai chiama derivata terza di f{x) e s' int^ca 
con f(x), e così di seguito. 

Supponiamo ora che in un intomo (x'-s, x'-^ì) di un punto x' 
intemo a un intervallo dato le derivate prime della fimzione f{x) 
siano finite e continue, e le derivate seconde siano finite e deter- 
minate, o infinite e determinate dì segno, essendo però nel punto x' 
la derivata seconda {"(x") di f{x) una quantità finita i; e consi- 

k 
derìamo la funzione ^{x)=f (x) — -j,'' che nello stesso intomo 

avrà le stesse proprietà, e la cui derivata seconda nel punto x' sarà 
uguale a zero. 

Supponendo S<Cb, e indicando con 0, 9^, Og, O^ dei nutnerì 
positivi comprosi fra e 1, si avrà (§. 72, 6.°): 

f (x'-S) = f (X-) - 5 f- (x'-ft, 8), 
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e: 

^' (ar'+O 8) = ff (rO+O 8 f *' (J?'+8 Oj 8), 

y' (:f'_0^ 8) = 9 (a:')— ^1 « t" (a?'-8, O3 8), 

e perciò sarà : 

Hx'+8)-2yx')-Hp(^'-8) _ , ^. ^^,^, ,^ jj ^ ,^ ^. ^^,_g^ ,^ j^ 

Ma, poiché la derivata seconda di 9 {x) nel punto x' esiste ed 
è uguale a zero, le quantità 

08 ' —0^8 

avranno per limite zero per 8=0; quindi, per le fomiole prece- 
denti, altrettanto accadrà delle quantità f "(x'+OQ^S), «p^ì^'-O^OjS), 
e perciò si avrà: 

y (ar-+8) - 2 y { x') -f y (^-8) _ 
e quindi anche: 

ciò che ci permette di dire che: Se le derivate prime di unu fun^ 
zione finita e continua f{x) sono anch'esse finite e continue in 
tutto un intomo di un punto x' intemo alV intervallo in cui la fun- 
zione f{x) viene considerata^ e se ifioUre la derivata seconda fix) 
di f(x) in tutti i punti dello stesso intorno è detenninata e finita, 
è infinita e detenninata di segno, essendo però finita nel punto x\ 
il valore di questa derivata seconda in questo stesso punto x' potrà 
considerarsi come il limite della quantità: 

r(.'+5)-2^.') + Ax'-8) ^^ 3^^ 



Similmente si vedrebbe che, nelle stesse ipotesi, /"'(-p) può 
altresì considerarsi come il limite per 8=0 della quantità: 
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fj^^+^r_ll^}±m, anche se il punto .' è un estre- 

mo dell'intervallo. 

E però da osservare che (comò accade p: es: nel punto x=0 

per la funzione che per x=0 è zero e per x differente da zero è 
uguale a x sen' — j può benissimo avvenire che la quantità : 

— ^ ;;« ^^ P^^ ^~^ abbia un linute determinato e 

finito per il valore speciale x di r, anche quando per questo stesso 
valore di v: non esiste neppure la derivata prima di f{x); talché 

in molti casi, mentre per una funzione f (x) potrà ancora consi- 

derarsi il limite della stessa quantità — ^^ ^-^^ per 

alcuni o anche per tutti i valori di x in un dato intervallo, non 
si potrà affatto parlare né di derivata prima né di derivata se- 
conda della stessa funzione f (x) per gli stessi valori di x. 

E possiamo aggiungere che mentre la derivata prima e 
quindi anche la derivata seconda di una funzione f (x) non hanno 
significato nei punti x di discontinuità della funzione stessa, il 

limite della quantità — ^ \^ ' può avere un 

significato anche in questi punti quando le discontinuità siano 

tali che si abbia in essi f{x) = lim '-^ -^ — ' e così in 

particolare il limite della quantità stessa può avere un significato 
anche nei punti delle discontinuità quando si tratti di disconti- 
nuità ordinarie per le quali si abbia /*(*) =='->'-X_Z^ZJ \ 

83. Si può poi dimostrare che: Se la quantità: 

f(x+S)'-2f(xyhf(x-S) ^ , 

^ pei' 8=0 ha per limite zero in tìdti i punti 

interni a un intervallo (a, p) ove la funziane f (x) è finita e continua, 
questa funzione sarà una funziane di primo grado in tutto Vinter- 
vallo, e quindi le su^ derivate prime e seconde esisteranno sempre, 
e la sua derivata seconda sarà sempre zero. 
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Supponiamo infatti che la funzione f{x) nell' intervallo dato 
(a, p) soddisfi alle condizioni qui indicate rispetto alla quantità 

' — ^^^ \j '^ e osserviamo che se è una eostante 

8* 

la funzione: 

che si annulla per a?=a e jr=p, sarà essa pure finita e continua 
in tutto l'intervallo (a, P) e si avrà per essa: 

ijm y ('^+^) -- 2 y (a?) + y (x-5) _ ^ ^,^ 

e quindi, per ogni valore di x nell'interno dell'intervallo (a, p), 
esisterà un numero positivo s dotato della proprietà che la quan- 
tità y (x-^-S) — 2 9 (a?) + y (^ — 8) per tutti i valori di 3 positivi e 
inferiori ad e sia sempre positiva e difi^erente da zero. 

Da ciò risulta subito che y {x) dovrà essere sempre negativa 
o nulla nell'intervallo (a, P), poiché se potesse prendere anche 
valori positivi il punto x corrispondente al massimo dei suoi 
va'ori (che certo deve esistere §. 47) non potrebbe trovarsi né in a 
né in p, perchè in questi punti si ha cp ('^)=0, ma sarebbe nel- 
l'interno dell'intervallo; e così per e sufficientemente piccolo e 
l)er 8<Cl6 si avrebbe sempre: 

? (z'+S) - ? {X-) < , 7 (x'-S) -'f{x')<0, 

e la quantità tf {x-{-S) — 2f {x) -\- ^f (x-S) nel punto x' sarebbe 
sempre negativa o nulla, ciò che é contro a quanto abbiamo detto 
sopra; quindi 9 (.r) dovrà essere negativa o zero in tutto l'inter- 
vallo (a, p) senza però potere essere sempre zero; e poiché il primo 
termine di 9 (x) ha il doppio segno, e il secondo (che é sempre 
negativo), a causa della arbitrarietà di 0, può supporsi piccolo 
quanto si vuole per tutti i valori di a: fra a e p, si conclude che 
il primo termine di ^'(a?) deve essere nullo in tutti i punti x fra 
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«epe anche in questi limiti (§. 45), e si ha perciò in questo 
intervallo (i limiti inclusi): 

come abbiamo enunciato. 

84. Il teorema dimostrato continua a sussistere anche quando 
in un numero finito di punti dell'intervallo (a, P) o in un gruppo 
di punti di prima specie si è incerti sulV esistenza o sul valore 

del limite per 8=0 della quantità: ^-^^^^ ^ ^^""^-^-^-^--^ 

purché nei punti nei quali si ha questa incertezza la quantità 

ò 

f ff r u- • r /^(a?+5) -2/^ (x)+/^(a?~5) ^ 
tutti gli altri sia ancora hm — -^- ^ = , e 

f{x) sia finita e continua in tutto l'intervallo (a, p). 

Supponiamo infatti dapprima che i punti pei quali si è 

incerti intorno all' esistenza o al valore del limite della quantità 

f{x+S)-2 f {T) + f{x-S) . . ....... 

^2 Siano m numero finito e siano i punti 

oif , o^ . . . Om. Esclusi questi punti con intervalli arbitrariamente 
piccoli («i-Si, a^+^i), («2-62 , Oa+Sg)»'»*? ii^glì intervalli restanti 
successivi si avrà respettivamente: 

f (x)=c^x-{-d^ , f {x)=CiX-}-d^ , f ix)=c.jv-\-d^ , . . . . 

ove le e e d sono costanti; e poiché f (x) é continua anche nei 
punti a„ Oj . . . «me gli intervalli esclusi sono arbitrariamente 
piccoli, si vede subito intanto che si avranno le eguaglianze (§. 45): 

e le formole precedenti sussisteranno da o a Of, da 0| a 02, da o^ 

a 03... respettivamente (i limiti inclusi). 

Osservando poi che nei punti stessi 0^,02,... o«m la quantità 

f(x-{-8)-2f(x)+f{x^8) ... ,. ., 

'-^ — — ' per 0=0 deve avere per limite zero, 

e in uno qualunque Ot di questi punti questa quantità è uguale 
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a Ca^i—C9^ 8Ì concluderà subito che le quantità C|, r^, ^31 • • • e per 
cons^nenza anche le (2|, d^^ d^^. .. devono essere tutte eguali, e 
perciò f(x) in tutto T intervallo (oc, p) dovrà essere una stessa 
funzione di primo grado cx+d, e cosi il teorema è intanto dimo- 
strato nel caso che i punti oi|, a^, . . . am siano in numero finito. 

Servendosi ora del processo che si tenne per un caso simile 
nel §. 72 S."", il teorema attuale si estenderà al caso generale in cui 
il grappo di punti nei quali si è incerti sulla esistenza o sul valore 

del linute della quantità: '— — —^ U ® ^^ P^PP^ 

di punti di prima specie e di ordine qualunque, e così esso resterà 
completamente dimostrato. 

È poi da osservare in particolare che la condizione posta ri- 

spetto al limite del rapporto '—^ — ' — ^ ' ^ ^^°^" 

pre soddisfatta per quei punti x* intemi alP mtervallo (a, p) nei 
quali f(x) ammette una derivata prima finita e determinata, per- 
chè, potendo quel rapporto porsi sotto la forma 

f(x+S)-f{x) f(x-^S)- f{x) . ., , , . ,. , 

— « — ~^ — Si ^ ^ evidente che, pei punti x 
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pei quali la derivata prima di f(x) esiste ed è finita, esso ha per 
limite zero per 8=0. 

85. Dal teorema dimostrato poi si ha come corollario che: 
Se f{x)eF {x) sono due funzioni di x finite e contimie neWiìUer- 
vallo (a,P), e se in questo intervallo f{x) ammette una derivata 
prima f(x) finita e continua^ e, eccettuato tutto al più un gruppo 
di punti di prima specie, in tiUti gli altri ammette anche una deri- 
vaia seconda finita fix) {coìitinua essa jmre nò)^ mentre poi la 
funzione F (x) è tale che dei due rapporti : 

F (x+S)— 2 F (y)+F jx-S) F(.r+8) — 2F(x)+F(^ -8) 

8 ' 8» 

il primo ha sempre per limite zero, e il secondo ha per limite fix) 
per tutto tranne tutto al più in un gruppo di punti di prima specie, 
le due funzioni f(x)eF (x) in tutto r intervallo (a, P) non potranno 
differire che per mia stessa funzione di primo grado cx-^-d. 



86. In modo nimile si potrebbero dimostrare dei teoremi analo- 

si è condotti dalla considerazione della derivata terza di f(/r); a 
teoremi simili si avrebbero anche sulle funzioni analoghe che 
vengono dalla considerazione delle altre derivate. 

Infine osserveremo che i teoremi del calcolo differenziale snlle 
derivate delle somme, dei prodotti, dei t|nozienti ec. di più fanzionì 
sussistono sempre quando le funzioni date e le funzioni derivate 
che per l'a]iplicazionG degli stessi teoremi conviene di considerare 
sono finite e determinate, e che le somme o i prodotti sono com- 
posti di un numero finito di termini o di fattori ec. 



Teoremi snlle serie. 

87. Ricordiamo che si chiama serie un aggregato 

», + »,+...+«.+ ... 

di termini reali o complessi il cni numero è infinito; e si dica 
somma o valore della serie il limite della somma s„ dei suoi primi 
n termini per n crescente indefinitamente. Si dice poi che questa 
serio ò convert/ente quando il detto limite è finito e determinato; 
mentre si dice che è diverf/ente quando lo stesso limite in valore 
assoluto in modulo è infinito, e si dice che è indeterminata 
quando il detto limite non esiste. 

Ricordiamo inoltre che, se una serie è convergente, il limite 
dei suoi termini t/» per n crescente indefinitamente è zero; ma 
il trovare soddisfatta questa condizione non basta per potere 
concludere che la serie è convergente. E ai può dire che per la 
convergenza di una serie è necessario e sufficiente che la somma 
«un -\- "i.ti + ■ ■ +"Btp=Sntp — s« di un numero qualunque p dei 
termini consecutivi presi dopo 1'»° abbia per limite zero col cre- 
scere indefinitamente di n (§,. 23), o anche (il che torna lo stessa) 
che ciò che chiamasi resta della serie, cioè la somma r^ della serie 
Unti -{- ^fttì '^ ì'nn +-■-■ dei termini che seguono IVc, abbia per 
limite zero per it crescente indefinitamente. 
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B Infine ricordiamo clie, >i differenza delle somme composte <Ii 
PoQ numero finito di termini, le serie possono cangiare valore 
quando si cangia l'ordine secondo cui si succedono i loro termini, e 
perciò esse si distinguono in serie convergenti indipendentemente 
dall'ordine dei termitai o incondizionatamente, o in acrie non 
coQVei^enti indipendentemente dall' ordine dei termini o sem- 
plicemente convergenti, secondocliè la detta circostanza può o nò 
presentarsi; e si dimostra che onde una serie reale o complessa 
sia convergente indipendentemente dall'ordine dei tennini è neces- 
sario e sufficiente che la serie formata coi valori assoluti o coi 
moduli degli stessi termini aia convergente. 

88. Sulle serie poi, in quanto esse possono cangiare valore 
mutando l'ordìaamento dei loro termini, sono anche da farsi le 
seguenti considerazioni. 



Sia 



(1) 



'.+«^+«3+ ■■+«»-! 



ima serie che per sempHcitii supporremo reale, e ì suoi termini 
siano in parte positivi e in parte negativi, e tendano a zero col 
crescere indefinitamente di n . 

Indichiamo con Sh la somma dei primi fi termini di questa 
aerìe, e supponiamo che: 



(2) 
(3) 






siano le due serie dei termini positivi e dei valori assoluti dei 
termini negativi che compongono la serie (1). 

In S„ entrerà un certo numero in dei primi termini della 
serie (2) e un certo numero m' dei primi tennini della serie (3); 
indi, se si indicano con On, e i'«' le somme respettive di questi 
I^B m' primi termioi delle serie (2) e (3), si avrà: 

S»=5iB — o'm', e: lim Sn= lim (aw — o'm-}, 
5 ai vede subito che quando le serie (2) e (3) siano ambedue 
iti, la serie (1) sarù convergente uidipeudentemcntc dal- 
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l'ordine dei termini, e (^uando una sola delle serie (2) e (3) sia 
divergente, la serie (l) sarà divellente iir qualunque ordine sì 
prendano i suoi termiai; talché resta ora a considerarsi soltanto 
il caso in cui le serie (2) e (3) siano ambedue divergenti. 

In questo caso è facile vedere clie si potrà sempre, e in 
infiniti modi, cangiare l'ordine dei termini della serie fi) in modo 
da fare si che essa divenga convergente e abbia per somma una 
quantità qualunque data, o divenga divergente, o divenga inde- 
terminata. 

Indichiamo perciò con A una quantità finita e positiva qua- 
lunque, e mostriamo subito come possano ordinarsi i termini della 
serie (I) in modo da fare sì che essa sia convergente e la sua 
somma venga ad esaere precisamente li . 

Per questo aupponiamo che i termini della serie (2) a partire 
dal primo siano già tutti minori di A; se questo non fosse, potrem- 
mo aggruppare con una legge qualunque un certo numero dei 
primi termini delle serie (2) e (3) fino a trovare che i termini 
segnenti della serie (2) soddisfacessero a questa condizione, e cha 
la somma algebrica dei termini cosi aggruppati, prendendo quelli 
della serie (2) col segno -|- e quelli della serie (3) col segno — 
fosse una quantità negativa o nulla: e allora se — k fosse questa 
somma, si considererebbero le serie (2) e (3) a partire da questi 
termini, e con esse si cercherebbe di formare un altra serie nella 
quale le a, fossero prese col segno -|- e le p, col segno —, e la cui 
somma fosse li-j-k. 

Ciò posto, osserviamo che, siccome le serie (2) e (3) sono 
divergenti, potremo prendere un numero finito p^ di termini a„ 
C4 , . . «p, della serie (2) tah che la loro somma restando iuferiore 
a A + p, ne diflerisca meno del termine seguente a;.,+ i, o la diffe- 
renza sia tutt'al più uguale a questo termine; poi si potranno 
prendere altri pj termini ap,*,, ixj>,.„..., a/>,j.|>, tali che la somma 
a,+a^+ . . . +o!j>i+aj',»i+ap[M+ - . . + «Cj+p, sia inferiore a A+p,+p| 
ma ne differisca meno del termine seguente ap|+,i,.|, o la differenza 
sia tutt'al più uguale a questo termine, ... ; e in generale dopo il 
termine op^tp^t. , ,tp^, ei potranno prendere altri pn termiiiì 
a;.,.p, i . . . + |i,_,*i , - . . ay,.p, ♦ . . . *p„_,*p. tali che la somma 
fl|-)- «a+ . ■ ■ +oi',ti',+ - . - + f. restando inferiore a; 
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A -J-P, -f-Pi+ - • + Pb ne diETeriaca meno del termine seguente 
«fi*/,*- ■ -t^n-i la difierenza sia tntt' al piiì ugnale a questo 
termine; e dì questi numeri p^, p^ . . ,p^ alcuni potranno anclie 
easere zero perchè può essere, per esempio, che Pt sia tanto piccolo 
che la somma «i + (tj + - -)- ac,.!-, + ■ ■ - ♦ p,_, che differisce da 
/i+^,+Pj+ — 1-3,_, meno del termine api^p,-.-- ■*?,_,.! differisca 
anche da A+Pi+Pi+ ■■■ +P,_|+P» meno dello stesso termine,...; 
però la somma ^, -\- pì + -• -\- Pn dovrà crescere indefinitamente 
con », perchè la quantità A-f-p|4-pi+ — hP» cresce pure inde- 
finitamente con ». 

Conseguentemente con questi gruppi successici si potrà for- 
mare la serie: 

(4) a, + ai+ ... +ap,~15,+«,,,.+ .-. +ap„r,-Pi+ - -pH-,+ 



the non sarà che la (1) scritta in un ordine particolare; e in 
questa serie (siccome alcune delle p possono anche essere nulle) 
anche i termini negativi potranno trovarvisi succesaivamente a 
^ppi. Però 31 i gruppi dei termini positivi che quelli dei termini 
, negativi tenderanno a zero col crescere indefinitamente di n, poiché 
l'k^iunta di un gruppo positivo, p: es: ]'«", fa al che la somma si 
aumenti soltanto di una quantità minore di «?,*?,» . . 4p„_,+i+P'' 
e il seguente gnippo negativo è evidentemente minore dì 
p«-Ì-54i,tp, . . . . + ).»+,, e per le ipotesi fatte sì l'una che l'altra 
di queste somme hanno per limite zero per h^oi . 

Ciò posto, se facciamo : 

S'„=a,+aj+ ... +,,^-p,-)- ... +ap,,p,^ . . . ,,„-p., 

si avrà evidentemente: 

A— ap,^p,+ ■■■^p.*i< S'„<ft; 
e poiché Ji può aupporsi cosi grande che per Io stesso valore di « 
e pei valori maggiori il termine aj.,+f,t . . . +p__+t sia sempre minore 
di quella quantità che più ci piace, si ha di qui che lim 9'» = h; 



e si conclude perci6 che la serie (4) è couvergente e ha per aoui- 
ma A, giac(!hè se arreataiidosi a un gruppo di termini negativi si è 
avuto h per limite della somma S'„, altrettanto accadrà arrestan- 
dosi a qualunque altro punto sì in un gruppo positivo che in un 
gruppo negativo perchè, per quanto ai è visto, questi gnippi o 
quindi anche le loro parti tendono a zero. 

Cosi si vede intanto che i termini della serie (1 ) si possono 
ordinare ìu modo che la sua somma si riduca alla quantità data h; 
ed a\iche si capisce ohe ciò potrà farsi in infiniti altri modi, 
seguendo altre leggi per formnre i successivi gruppi delle serie {") 
e (3), e anche seguendo sempre il metodo precedente, ma pren- 
dendo invece di h una funzione positiva di n che per » crescente 
indefinitamente abbia per limite k. In modo analogo si proverebbe 
che si possono dare ai termini della serie (1) ordinamenti tali che 
la sua somma divenga una quantità negativa data; e, prendendo 
invece di A una funzione positiva o negativa di « che col crescere 
indefinitamente di n ubbia per limite l' infinito o non abbia un 
limite determinato, con ragionamenti analoghi sì vedrebbe anche 
che la serie (1) si può ridurre ad infinite altre serie che siano 
divergenti o siano indeterminate; talché riassumendo si può dire 
ora elle: Essendo data una $erie reai^: 



(5) „,+„,+ ...+„.+ 

t cut termini sono in parte positivi e 
zero col crescere indefinitantenle di r 



i parte negativ 
e essendo: 



(6) .,+^+ 

(7) P,+P.+ ' 



+ P.+ - 



le serie dei termini positivi e dei valori assoluti dei termini negativi: 
\.° Se queste due serie (€) e (7) sono ambedue convergenti, Ut 

serie data (5) è convergente indipendentemente dall'ordine dei 

termini: 

2° Se una sola deUe serie (6) e (7) è divergente, la serie data 

(5) i divergente in qualunque ordine si prendano t suoi termini: 
3,° Se le serie (6) e (7) sono ambedue divergenti, si potrà gemprt 
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ambiare l'ordine dei termini nulla serie (5) in modo da far sì che 

tsa divenija convergente e abbia per somma una quantità qualunque 

•i, venga dinergmte o venga indeterminata; e ciò potrà anche 

si in un numero infinito di modi. 

In particolare si può dunque dire che: data una serie sem- 

" plkemente convergente o inderminala i cui termini tendono a zero, 

cangiando convenientemente l'ordine dei suoi termini si potrà 

ridurli ad essere convergente e avere per somma una quantità 

luUunque data, e ridurla ad essere divergente o rssere indeter- 

Unata; e ciò potrà sempre farsi in un numero infinito di modi. 

E supponendo cbc le due serie (G) e (7) siano uguali, cioè 

ia a«=^^, si Ila in particolare che: se -fi.,, è una serie divergente 

termini positiri, formando una nuova serie ÌIk., t cui termini 

esitivi siano quelli di lo. e i cui termini negativi siano ancora 

idli di questa serie stessa presi negativamente, si potrà in infiniti 

iodi ottenere che la serie così formata Sm„ sia divergente o sìa 

tdtterminata, a sia convergente e abbia per somma una quantità 

ualunque data. 



Così p. ea. partendo dalla serie divergente Y— 



possono 



n-1^2n-l^2n 



-1-1- 



1 



'.,-{-■■ 



t 



f ■■■ + 



^+s;^i^- 



1 1 



H-Ì"^(H-1)*+1 ■ («-l)^-f2 

elle quali la prima ha per somma log 2, la seconda ha per somma 
log 3, e la terza è divergente, non ostante che in ciuscuna di psae 



esista anche il corrispondente nega- 



per ogni termine positivo 

tiro 

89. Per dimostrare ora un altro teorema bu11q sei'ie che et 
sarà molto utile in seguito, premettiamo l' altro di Ahel che dice 
che: Se «i, l'j, ...Vp sono quantità leali e finite tali che le somme 
*'it i^i+^ji "i+^ì+^a' ■-■ 1 ^1+"!+ ■-.+fj> siano tutte comprese 
fra due quantità a e A., esaendo « ■< A, e se s,, =j, e^,.. ., Sf sono 
quantità positive che non vanno crescendo si avrà: 

£,a<e|r,+Eìf>i+...+EpPp<EiA. 

Poniamo infatti: 

si avrà t)i=S|, Pì=Sj-«i, C3=83-Sj,..., «p=Sp-Sp_,; e perciò sarà: 

e,v,+^tJ,+ . . .-|-6pPp=(E|-Ea)s,+(ej-e3)Sì+. . .+(6p-|-epK-i-|-^«,, 
e quindi sarà evidentemente: 

E, a < E, l'i-!- Ej Cj + . . . + E,, P^ < £i A , 

come abbiamo enunciato sopra. 

Se poi /(! Sj , Ei , . , , £,, fossero tutte positite e non andassero 
decrescendo, allora si troverebbe subito invece: 

.,o+!,(A-o) > ;v,+v,+- ■ ■+»,■',> 'iA-%(A-»); 

talché anclie in questo caso ai ha una proprietà simile a. quella 

di Abel. 

Si aggiunge che se l'una o l'altra delle quantità a, A earà 
ugnale a una o a più delle somme D, , W,+('3 , . . . , C|4-''i+f3+. . .+«p, 
uno dei segni di disuguaglianza precedenti potrebbe tutt'al più 
convertirsi in una uguaglianza; talché restando nel primo caso 
si può anche dire che : se le quantità sj , ej , . . , , s^ sono tiUte posi- 
tive e non vanno crescendo, e le somme Pj, Pj+Cj, v,-{-v^-]-Vs,...f 
i),+ffj-(-. . .-f tJp non sono inferiori ad a, ni superiori ad A, si 
avrà: 

E,-^, + i,-;.+ ...+E,»v = E,C, 



ifisrnilo e un valore intermedio fra rt p A (« e A incl.) o un tahre 
nmipraio fra la mastsioui e la minima tìelle somme 



»|. Pl + Pj, P)+''3+''3>---.P|+V 



Siinilmente si vede cbe: Se le qtmtUità e,, Pj Cp xmio tutte o 
t parte complesse, e i moduli delle somme 



f.+r. 



"1+»'*+ ■■•+"»' 



mno tutti minori di A, e le s,, Sj.-.Si. sonoaneora (/tiantifà posHire 
che non ranno crescendo, si avrà: 

mod (Eifi-f-SjtijH l-EpPpXeiA- 

00. Da questi lemmi risulta immediatamente il teorema sulle 
serie che volevamo dimostrare, cioè che: .Se una serie reale o 
complessa Imh ^ convergente, e e,, Ej, . . . , En, . . . sono quantità che 
almeno a partire da un certo valore n di n sono positive e non 
mnno crescendo, anche la serie £:„«„ sarà convergente. 

Sì osservi infatti che se ^m^ è convergente, esisterà un 
numero M>n' tale che le Bomme di nn numero qualunque di ter- 
mini consecutivi a partire dall' K" abbiano tutte dei moduli minori 
di una quantità arbitrariamente piccola ?; e quindi per il lemma 
firecedente le somme corrispondenti della serie Ss„K» avranno mo- 
r|[ili minori di tnti'3, e perciò anche la serie S £«»„ sarà convergente. 

Sulle serie poi si hanno altri teoremi che in molti casi ser- 
vfitio a decidere della loro convergenza o divergenza; ma, poiché 
Mino notisaimi, non staremo a richiamarii. 

91. Passiamo ora ad esporre alcune considerazioni e alcuni 
tiNiremi generali sulle serie i cui termini in un dato intervallo (a, p) 
Nixio funzioni reali e finite di una variabile reale j, o piti gftneml- 
luente dij>endono da una variabile reale x che può prendere infiniti 
valori in questo intervallo, 

Sia perciò: 



»,+«,+•■■+«.+•■■ 

una serie i cui termini nell'intervallo dato (a, {i) (a 



3 inclus.) 
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sono funzioni reali e lìnìte tlelln variubilt; r, o dipendono da nna 
variabile x che può prendere influiti valori nello stesso intervallo, 
e questa serie sia convergente per tutti i valori di ar che possono 
considerarsi. A causa di questa convergenza, per ogni valore spe- 
ciale di T che può considerarsi fra a e p (a e p inclna.) e per ogni 
numero positivo e arbitrariamente piccolo a esisterà un numero 
intero e finito in dotato della proprietà che pei valori di » non 
inferiori ad «il resto R« = «„„-{- «„„-(-... della serie data in valore 
assoluto sia minore di n; però evidentemente questo numero m 
potrà variare con x e coU'avvicinarsi di -v a certi valori speciali 
potrà anche crescere indefinitamente, senza però essere infinito per 
nessun valore speciale di x; o, in altri termini, questo numero m, 
sema essere mai infinito, potrà avere per limite superiore rìnfinito; 
e allora per ogni numero positivo e arbitrai iamente piccolo a non 
esisterà un numero finito mi dotato della proprietà che per n>ff( 
e per tutti i valori di .r che poasono conaiderarsi fra a e ^ (a e ^ 
ìnclns.) si abbia sempre in valore assoluto R„<;a. 

In vista di questa circostanza, quando si abbia una serie £«h 
i cui termini sono funzioni di x in un dato intervallo (a, p) o anche 
più generalmente sono dati in un gruppo infinito di punti j dello 
stesso intervallo, si dirà che questa serie è convergiate in ugual 
grado in lutto t'intervalh (a, p) o almeno per tutti i patiti o valori 
X che si possono considerare nello stesso intervnllo quando per ogni 
numero positivo e arbitrariamente piccolo o esiste un numero 
finito m dotato della proprietà che per h > w» e per tutti i valori 
di X che possono considerarsi fra a e p si ha in valore assoluto 
R«<^o; e si dirà che la serie data Sm„ non è convergente in egual 
grado nello stesso intervallo o pei valori di x fra a e p che pos- 
sono considerarsi quando per ogni numero positivo ri non esiste un 
numero finito wi che soddisfa alle dette condizioni. 

Si dirà poi che la stessa serie Xw» è convergente in egual 
grado soltanto in generale nell'intervallo dato {ix, p) o pei valori 
di X che possono considerarsi in questo intervallo, quando, senza 
essere eS'ettiv amente convergente in ugual grado nel senso indi- 
cato sopra, è tale però che, togliendo dallo stesso intervallo un 
numero finita) p di intervalli piccoli quanto si vuole, negli inter- 



Hecm< 
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lIIÌ restanti o pel punti x che possono consiilerarsi in questi 
ktervalli essa è convergente in ugual grado. 

E si dirà infine che una serie !»„ i convergente in ugual grado 
ipliiremente nell'intervallo (a, p), o pei valori di t che possono 
msìderarsi in questo intervallo, quando per ogni numero positivo 
e arbitrariamente piccolo ^ e per ogni numero' jh' esiste un numero 
intero m non inferiore a m' e tale che per tutti i valori di a; che 
po$>sono considerarsi fra a e p (a e p inclus.) il resto R„ corrispon- 
dente a quel numero m sia numericamente minore di ^ (*); e così 
sì poò asserire che una serie convergente in egiial grado fra a e p 
lo sarà sempre anche semplicemente, ma almeno per ora, non si 
può affermare In generale la cosa inversa. 

Però, quando ci sì limiti a considerare le serie Iwh che sono 
a termini positivi per tutti i valori di x che si considerano ira et e p 
sono convergenti in ugual grado semplicemente per gli stessi 
iori di T, o (juelle che avendo dei termini negativi restano con- 
■genti in ugual grado semplicemente anche quando si riducono 
ì loro termini ai respettivi loro valori assoluti, allora si può anche 
;dimostrare che le condizioni cui le serie stesse soddisfano portano 
necessità la loro convergenza in ugual grado {in modo assoluto) 
valori che si considerano di a; fra a e p. 
Indicando infatti con ^un la serie formata coi valori assoluti 
termini di Sw», e con wi uno dei numeri non inferiori a m che 
selle ipotesi fatte godono della proprietà che il resto corrispon- 
iiente R'„ di questa serie -u» per tutti i valori di x che si consi- 
derano fra a e p aia inferiore a i, s' intende subito che i reati 
successivi E'mt, , R'n^,.... della stessa serie (non essendo mai 
superiori a R'„) saranno tutti inferiori a n, e perciò evidentemente 
lo stesso accadrà pei valori assoluti dei resti corrispondenti R„, 
R«*, , R»« . . . della serie data X««, e questa serie sarà convergente 
in ugual grado. 

92. Per mostrare fin d'ora l'esistenza di serie S«„ che, sebbene 
ivergenti in tutto un intervallo, non sono in esso convergenti 



k 
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in ugual grado neppnre semplitpmente, faremo subito vedere che 
questa circostanza si presenta sempre in ogni serie Xm„ ì cui ter- 
mini Bono funzioni finite e continue di ir in un punto a dello 
stesso intervallo {*), mentre iu questo punto In somma f(x) della. 
serie è una funzione discoutiuun di x. 

Supponiamo infatti che iilmeno da una parte del ponto a, 
p: es: a destra, /'(■r) sia discontinua, e indichiaoio con in' un valore 
di « tale che per n^m, e per x^=a ai abbia in valore asso- 
luto Rb-^t, e poniamo: 

fW=S.+R., f(<.+8) = S'.+R'., 

ove ni è finito e ^ m'. Evidentemente, siccome m è un nnmero 
finito, e le funzioni m,, Wj, . . ., m„ . . sono contìnue per -r^o, per 
quanto grande sia m potremo trovare un numero differente da zero 
e positivo E tale che pei valori di S positivi e inferiori ad i la 
somma S'm in valore assoluto differisca da S^ meno di una quan- 
tità positiva qualunque arbitrariamente piccola; e poiché, se il 
salto di/"(jO nel punto a è maggiore di d, f{a+S) e f(a) almeno 
per alcuni dei valori di 3 che ai considerano devono differire fra 
loro più di rf, m e R'„, per quanto grande sia m verranno a 
differire di ima quantità d' che sarà maggiore di 2^ se a è suffi- 
cientemente piccolo; quindi, qualunque valore non inferiore a wi' 
si prenda per m, esisteranno sempre alcuni di questi valori di 8 
pei quali R'„ sarà numericamente maggiore di a; e perciò eviden- 
temente la serie data lt<„ nell'intervulio (o:, 'i) non sarà convergente 
in egital grado neppure semplicemente, e potrà tutt' al più essere 
convergente in egual grado soltanto in generale nello stesso inter- 
vallo quando i suoi termini »,, Uj,..., u»,... siano funzioni contìnue 
e la sua somma f{x) sia generalmente continua nell'intervallo. 

93. Passiamo ora a dimostrare i seguenti teoremi generalL 
Teorema I. Se i fermhn m,, ìIì,.-, w»,... della serie -w„ sono fwizioni 
di X sempre fìnif^ fra a e p (a e p ine!.), e se la serie Ih'» formata 
coi limiti superiori dei valori assoltdi degìi stessi termini o con 
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maggiori di questi limiti è ciwpirgmie, la serie data ^Uh 

tutti i rtlori di x fnt a p p {« p p me/.) sari* canreri/enfe e sarà 

lindi una funzione di x; e inoltre sarà convergente iitdipendm-' 

clemente dall'ordine del suoi termini e convergente in ugttal grado. 

ludichiiimu infatti cou p,, p^,..., p,, . . i valori assoluti dì 

Uj, Uj, ,»„, . . per un valore speciale qualunque di ^ fra iz e ^ 

(a e p ine).). La serie £p„, avendo ì suoi termini eguali o inferiori 
a quelli della serie Sm'«, sarà convergente, quindi pel valore spe- 
dale di X che si considera, e cosi anclie per tutta g\i altri, la serie 
sarà convergente indipendentemente dall'ordine dei termini, 
e essendo convergente rappresenterà una funzione di x in tutto 
l'intervallo. Inoltre, poiché si ha p»t,+f;BH+.,,<M'„t,+«'„„+..., 
indicando con w» nn numero tale che per n ~> ni si abbia 
»'»+, -|- u'n-x -\- ■- ■ <J^t si vede subito che questo niunero m gode 
anche della proprietà che per v^m il resto R„ della serie Sm„ 
per tutti i valori di . e fra a e p (a e p inclus.) in valore assoluto 
è sempre minore di rj; quindi la serie X m„ nell'intervallo f«, p) 
à anche convergente in egual grado, e il teorema è completa- 
nte dimostrato. 

È da notare che se i termini w„ della serie Sk« invece di 
essere funzioni di -r fra a e ^ sono dati soltanto per alcuni valori 
di X corrispondenti a un gruppo di punti di prima o di seconda 
specie fra CI e p, il teorema dimostrato contìnua ancora a sussistere 
colla sola differenza che la somma U'-'' della serie "£.>!„ non sarà piii 
nna vera e propria funzione di ■>: fra a e p ma sarà una quautità 
che avii un significato soltanto pei valori di r pei quali sono dati 
i termini stessi »„. 

94. Teorema il. Se i termini «,, w^, . . . , h«, . . di una serie !«« 
sono funzioni di x in un intervallo {a, a-\-s) posto a destra di un 
punto a e l-a citi ampiezza è differente da zero ma arbitrariamente 
piccola, o anclie son dati soltanto in un gnipjm infinito di punti jc 
deUo stesso intervaìlo pei quali a è semplicemente un punto-limite, 
e se i loro limiti u'n per .r=»i-|-0 simo detenninati e finiti, e la 
serie £m, nell'intervallo stesso o pei valori di x che si possono 
considerare è convergente in ugual grado, allora la sotnma TJ'** 
di questa serie avrà essa pure un limite determinato e finito iter 
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.T=a-f-0, e questo limite sarà la somma della serie ilei limili S«'„ 
(la quale per conaeguenza si ridurrà ft un polinomio o sarà con- 
vergente). 

Siano infatti x^ e x^ due qualunque dei valori di x che si 
poBBODO couBÌderare fra n e a-\-g (a eacl.); si avrà: 



U^'L 



- U''»' =^|«„'-'.J~W,'^'{ _|_R_W,)_ìtJx,)^ 



indicando in generale con m,*'' e Rm*^* i valori di m„ e R» pel 
valore x della variabile; e per le ipotesi ammesse si potrà sempre 
scegliere m in modo che per tidti i valori di x che sì possono 
considerare fra a e a+E, e quindi anche pei valori ar, e 2j, i resti 
Rk<'* siano numericamente minori di un numero arbitrariamente 
pìccolo ^. 

Ma poiché il numero ni, dopo di essere. stato scelto in tal 
modo, può riguardarsi come un numero fisso, si potrà evidente- 
mente trovare (§. 22) un numero 6( < e tale che per tutti i valori 
& Xf e x^ compresi fna e a-|~E, (a esci.) ia somma 

2!"»'*'' — "■•''''I si* casa pure numericamente minore dì a; quindi 

evidentemente si avrà in valore assoluto U''i* — U'^i'-^CSi, e perciò 
la somma U''°) della serie data avrà un lìmite determinato e finito 
per *=«+0 (8. 22). 

Ora, chiamando U questo limite, sì potrà evidentemente 
prendere un numero ej ^ e talmente piccolo che per tutti i valori 
di X che si possono considerare fra a e a-j-Sj {a esci.) la diffe- 
renza U"' — U sia numericamente minore di n; quindi, poiché si ha: 

Ul^'-2 w'»= i {«<"-«'») + RJ% 

SI vede subito che sarà: 



u ->.=2<«.w- »■.) + R»'-' + « -, 

1 1 

con 8 cojupreso fra — ' e -f- 1 ; e ora osservando anche che a 



cftiiaa della convergenza in ngunl gratin di i»i« fra a e rt+e, a 
partire da un i^erto valore m di »i i reati !{«'■" sono sempre niinie- 
rìcAment« minori di a, e per quanto grande sì prenda in sì può 

sempre prendere poi Sj cosi pìccolo che la aoiuma ^ (««"' — « ») 

sia anch'essa numericamente minore di a, si conclude che a par- 
tire da un certo valore di m si avrà sempre in valore assoluto 

U — 2«.i<C3i, e perciò la serie -«'« sarà un polinomio o sarà 

1 
convellente e avrà per somma U, e questo completa la dimostra- 
zioDe del teorema. 

Notiamo che quando per solo dato si avesse che fra a e n+e 
la serie Sm» è convergente in ugual grado sultaiito sempUcemetUe, 
colla prima parte della dimostrazione precedente si troverebbe 
ancora che la somma U'-" di questa serie ha un limite detenninato 
e finito per .(■■=«4-0; ma, resterebbe incerto se questo limite f'oaae 
o nò la somma della serie dei limiti Si('„. Però quando si sapesse 
anche che la serie limite X«'n si riduce a nn polinomio o è con- 
Tergente, allora ai potrebbe ancora affermare che il limite di S*(, f' 
la somma della serie ~u'„, perche in tal caso indicando con K™ il 
resto di questa serie 1m'„, si avrebbe la forraola: 



U'''- 



=V(w„«)-«',ì-[-R»' 



-R'«; 



e scegliendo m in modo che sia maggiore di quel numero m' dopo 
quale R'„ è zero o è nnmerìcamente minore di ^, e sia tale che 
abbia sempre It„'"<[a, e prendendo poi t sufficientemente pic- 
colo, si troverebbe ancora che Iimtj'"=-M '«. 

95. Teorema III. Se i termini di una serie 1k« soìio funzioni 
di X in un dato intervallo (a, p), o dipetidono da una variabile e 
che può prendere un numero infinito di valori dei quali a è «u 
punto-limite, egei limiti m'„ dce/li alessi termini u» per ■T=a a destra 
a sinistra, p: es: a destra, sono dderminati e finiti, affinchè U 
limite della somma U'*' deUa serie lu^ per a;=a+0 aia determi- 
nato e finita e sia la somma della serie dei limiti Zu\, è necessario e 
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sìifficiente: 1." che questa serie limite Si*', sia ront^eì-gente: 2° che 
per ogni numero positivo e arhitrnrinmcnte piccolo a e per ogni 
numero intera m' comunque grande si possano trovare due nuinm 
ss m dà quali il prima aia differetUedn zero eposUico e il secondo 
sia intero e mttggiore di ni e tali che per tulli i valori di x che si 
possono considerare fra a e a+B (n esci.) il resto R^'*' della serie 
^Uh sia numericametUe minore di a. 

Supponiamo infatti che la serie dei Ifmiti Xu'^ sìa conver- 
gente, e osserviamo che si ha: 



(8) 



u'"-sk'„=2(«. 



r/.) + RJ'' 



-R'-,, 



essendo R'^ il resto della serie dei limiti Su'k* In questa formula 
m potrà siipporai maggiore del numero in' a partire dal quale, a 
causa della convergenza di £» „, sì ha in valore assoluto R'„<js; 
quindi, osservando che quando è soddisfatta anche la seconda delle 
condizioni poste sopra si possono sempre trovare due numeri m 
ed £ pei quali R«''' per tutti i valori di r clie possono cousiilerarsi 
fra o e n-\-s (o esci.) sia anch'esso nnmericaraente inferiore a a, e 
poi, dopo di aver fissato cosi il valore di ik, prendendo un numero 
e^'Ce si potrà anche fare in modo che quando x è compreso fra a 

e a-\-Sf si abbia sempre in valore assoluto X(fW— "'n)<C''i si 

conclude subito che per questi valori di t ai avrà sempre in valore 
assoluto U'*'— I;m'„<C33 , e perciò sarà lim U<-''=£m'h. 

Viceversa se lim U'^'^Sk'», la serie 2i('„ sarà convergente e 
ai potrà trovare un numero m dopo il quale sia sempre in valore 

assoluto R ,«<„; preso poi un nnmero )n>i»', si potrà anche 

trovare un numero corrispondente e, tale che per tutti i valori di x 
che possono considerarsi fra a e n-|-i| ai abbia sempre in valore 

assoluto: U'"^' — 2k',<^, e V (««"'— (''«K^; e allora per gli 

stessi valori di x, a causa della formola (8), si avrà anche eviden- 
temente R„"'><^'j, talché il teorema può dirsi ora completamente 



06. L'ultima parte dclln dimostrazione precedente mostra an- 
Bhe che se liin U'-''=lw'n, per oi/ni numero in superiore a uu certo 
iumero m esisterà un numero :, tale che per tutti i valori di x 
«he possono considerarsi fra n e rt-("^i i^ ^cì.) si abbia in valore 
assoluto RJ-''<C'j. 

Viceversa, se questo accade ripetendo i ragionamenti fatti 
per dimostrare il teorema del § 04 si trova che lira U*-*'=ì!m',; 
quindi 8Ì può evidentemente enunciare anche il seguente: 

Teorema IV. Se i ferminì di una serie Sk„ sono funzioni di x 
in UH dato iittervalìo (a, ^), o dipettdono da una variabile x che può 
frendere un numero infinito di valori dei quaìì a è un punto 
limite, e se i limiti degli stessi lamini per i=a-\-0 sono determi~ 
i e finiti, affinchè il limite della somma U'*' della serie Sm„ per 
a+O sia determinato e finito e sia la somma della serie dei 
Hmiti Sw'n, è necessario e sufficiente che per ogni numero arbitra- 
riamente piccolo e positivo a, e per ogni valore di m sjiperiore a un 
i4ato numero abbastanza grande m' esista un nianero % (variabile o 
:n£> con ra) tale che per tutti i valon di x che possono considerarsi 
fra a e o+s (a esci.) il resto R„''' della serie lu„ sia numerica- 
Wtente minore di rs. f 

Notiamo esplicitamente, a scanso di equivoci, che la condi- 

ì contenuta in questo teorema è condizione necessaria per 
Ifeaiatonza del Umite della gomma U'^' della serie Si<h quando 
(come nel teorema) si richiede anche che questo limite sia la somma 
d^la serie dei limiti Sk'b, nia cessa però di esser tale quando, 
aeoza occuparsi della serie ^u„, si richiede semplicemente che la 
somma U"* abbia un limite determinato e finito, giacché eviden- 
temente, a causa della eguaglianza: 



D"i: 



-U".: 



-^)+RJ^' 



-RJ 



l'esistenza del limite di U'** porta soltanto che pei valori di a; fra 
-f-=, quando e è su (Ecien tegnente piccolo, si abbia in valore 
•Bsoluto R„('it— R«''.i<a. 

07. Teorema V. Se in un intomo comunque piccola ma diffe- 
yvnte da zero («-a,, a-|-ej) di un punto a i termini w„ «j,..., «»,... 



sufficiente: 1.° che qtifsta serie limile Su'» sin ameer^eiUe: 2.' elie 
per ogni numero posit'wo e arbitruriammte pierola a e per ogni 
ruttnero intero m' co/wMJiyMe grande si possano trovare due numeri 
e e m dei quali il primo sia differente da zero e positim e il secondo 
sia intero e maggiore di m' e tali che per tutti i valori di x che SÌ 
possono considerare fra a e n+e (a esci.) il resto R„''J della serie 
Smh sia numericamente minore di a. 

Supponiamo infatti che la serie dei triniti lu'. sia conver- 
geute, e osserviamo che si ha; 



(8) 



U<'>- 



=2(«J' 



''>.) + R»,*^ 



-R'- 



eBsendo R'„ il resto della serie dei limiti £«'«■ In qnesta formula 
w» potrii supporsi maggiore del numero m' a partire dal quale, a 
causa della convergenza di !!«'■, si ha in valore assoluto R'«<^o; 
quindi, osservando che quando è soddisfatta anche la seconda delle 
condizioni poste sopra si possono sempre trovare due numeri m 
ed E pei quali R^"' per tutti i valori di -r die possono considerarsi 
fra a e a-f-s (a^escl.) sia anch'esso numericamente inferiore a o, e 
poi, dopo di aver fissato così il valore di m, prendendo un numero 
E,<s si potrà anche fare in modo che quando x è compreso fra a 

e a-+-i, si ahbia sempre in valore assoluto ^(m«'^' — «'„X(j, ai 

1 
conclude subito che per questi valori di .r ai avrà sempre in valore 
assoluto C'— IIm'h^S'], e perciò sarà lim Ui-^^Sm'». 

Viceversa se limU'''=Sw'„, la serie ^ii'„ sarà convergente e 
si potrà trovare un numero in' dopo il quale sia sempre in valore 

assoluto R'n,<„; preso poi un numero m>m', si potrà anche 

trovare un numero corrispondente e, tale che per tutti i valori di x 
che possono considerarsi fra a e a-{-^, si ahbia sempre in valore 

assoluto: U'''— Sm'„<;^, e ^^CHn'*'— «'«Xo; e allora per gli 

stessi valori di j, a causa della formola (8), sì avrò anche eviden- 
temente R„"'<Ci talché il teorema può dirsi ora completamente 
dimostrato. 



I 
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9G. L'ultima parte della dimostrazione precedente mostra an- 
che che ae lim U'-''^1I« „, per oi/ni numero m aiiperiore a un certo 
notuero m' esisterà un numero s, tale che per tutti i valori di x 
che posaono considerarsi fra a e «+£[ (a esci.) si abbia in valore 
assoluto Rj''<;a. 

Viceversa, ae questo accade ripetendo i ragionamenti fatti 
per dimostrare il teorema del §. 04 si trova che lim U*''=Sk'«; 
quindi si può evidentemente enunciare anche il sentente; 

Teorema IV. Se i termini di una serie S«« sono funzioni di x 
in un dato intervallo (a, p), o dipendono da una variabile x che può 
prendere un num^o infinito di valori dei quali a è un punto 
Umile, e se i limiti degli stessi termini per x=a+0 sono determi- 
nati e finiti, affinchè U limite della somma U'*' della serie Sh„ per 
s=a-(-0 sia detenninato e finito e sia la aomma della serie dei 
limiti Su'b, i necessario e sufficiente che per ogni numero arbitra- 
riamente piccolo e positivo a, e per ogni valore di ni superiore a un 
dato numero abbastanza grande m' esista un numero e (variabile o 
nò con m) tale che per tutti i valori di x che possono considerarsi 
fra a e o+e {a esci.) U resto R»'** deUa serie Sk» aia numerica- 
mente minore di i, t 

Notiamo esplicitamente, a scanso di equivoci, che la condi- 
Btone contenntft in questo teorema è condizione necessaria per 
l'esistenza del limite della somma U''' della serie £«« quando 
(come ne! teorema) si richiede anche che qiiesto limite sia la somma 
deìla serie dei limiti ì^m'„, ma cessa però di esser tale quando, 
occuparsi della serie Si* „. si richiede semplicemente che la 
a TJ'''' abbia un limite determinato e finito, giacché eviden- 
temente, a causa della eguaglianza: 



tj(.,)_U<'.: 



ì;(««'- 



V)+RJ' 



-RJ 



l'esistenza del limite di U'^' porta soltanto che pei valori di x fra 
a e a-f-E, quando e è sufficientemente piccolo, si abbia in valore 
assoluto R„'^i'^R,„'*»>'Ca, 

97. Teorema V. Se in un intomo comunque piccolo ma diffe- 
rente da zero («-e,, a~\-^) di un punto a i termini «,, «j,..., ««,— 



di urtn serie Ihh sono fu/uioni finiU di -e che nd punto a sono 
anche cotUintte, e questa xfrie nello stesso intofno i cotirergente in 
uffttal grado almetio semplicemente, la somma della serie Sm„ sarà 
una ftittzione di -e finita e continua per x^a. 

Questo teorema risulta immediatamente dalla osservazione 
fatta in fine del §. 94, e risulta anche da quanto si disse nel §. 92 
giacché se f(-V) potesse esser discontinua per x=a, per quanto 
allora si disse, la serie Hwn neir intervallo {a — s,, «-Hj) non 
Barebbe convergente in ugual grado neppur semplicemente. 

Oaaervinmo poi che per quanto ai dimostrò nel §, 94, nel 
teorema ora enunciato si può fare a meno di porre a priori ta 
condizione della convergenza della serie 1lm„ per x=a, purché però 
8Ì tiappia che in tutti gli altri punti dell'intorno (a— e,, a-\-s^) 
la serie atessa Lu„ è convergent« in ugual grado in modo assoluto. 
OR. Dal teorema dimostrato risulta poi, come caso particolare 
il seguente: 

Teorema VI. Se ì termini di una serie ^u„ sono funzioni di x 
finite e continue in tutto un itUervallo {a, p) nel tfualt la serie stessa 
è convergente in ugual grado almeno semplicemente, anciie la sua 
somma f(x) sarà una funzione di x finita e continua in questo 
itUervallo; e ora per questo teorema si può anche affermare che: 
Se una serie ^u^ è convergente in lujual grado almeno setnplicé- 
mente in tutto un intervallo («, ^), la sua somma f(x) in questo 
intervallo non potrà essere discontinua altro che in quei puiUt nei 
quaU una o più delle funzioni «i, 14,..., »«,.. siano discontinue. 

99, Limitandosi poi al caso delle serie Su« i cui termini, oltre 
essere funzioni finite e continue delle x in tutto l'intervallo (a, pi, 
sono sempre positivi, almeno a partire da un certo valore finito 
di n, si può dimostrare anche la proposizione reciproca di quella 
ora enunciata, facendo cioè vedere che quando la loro somma i 
una funzione finita e continua della x qiieste serie sono convergenti 
in ugual grado in tutto l' intervallo (a, g). 

Si osservi infatti che se Xu» è una serie per la quale sono 
soddisfatte le condizioni ora indicate, per ogni valore apeciale di x 
fra a e p esisteranno infiniti numeri m maggiori di un dato nu- 
mero /«' e tali che i resti corrispondenti ìl„"' della serie data pej 
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valore X che bI considera e per n^m siano sempre numericamente 
inferiori a i. 

Fra questi infiniti numeri m potremo prendere il minimo die 
iicheremo con m^.i; e allora, lasciando invariato Ìl 3, queato 
mero m,.a acquisterà un significato determinato per ogni valore 

r, e la quantità potrà riguardarsi come ana funzione finita 

B determinata di x per tutti i valori di 3^ fra « e p. 

Da ciò segue (§g. 15 e Sii) che esisterà un limite inferiore [i 

iK valori di nell'intervallo atesao (0, P), e esisterà pure fm 

Ka e p almeno un punto determinato -v' dotato della proprietà che 
Fjiei punti di ogni intomo di x' anche arbitrariamente piccolo il 

[ lìmite inferiore di — — sia ancora a . 

Ora, siccome nel punto t' la serie S«„ è convergente, si potrà 
Eirovare per essa un numero finito m^m' tale che per n^m^ st 

ibbia sempre R»(i')<^ ; quindi poiché si ha : 
/(x+8)-f(x').^ j«.(i'+S)-.<.(.') i +K.,(''+S)-R.,(.0, 



osservando che, per la continuità di /"(-r) e dei termini u„{x), esiste 
un intervttUo [x — e,, x'-\-t^ nel quale si ha: 

L n':'+^)~f^T')<l< |it,.(.r'+5)-«.(y)j<|, 

8Ì conclude che in questo intervallo si avrà ^„^(x' -\-^)<jì\ e ora 
avendo riguardo anche alla condizione posta che i termini di S«« 
siano tutti positivi a partire da un certo valore di tt^ni', si vede 
di qui che sarà: 'R:n{_x)<jj per tutti i valori di n non inferiori 
a m, e per tutti i punti x fra x' — e, e a'+ij. 

Ne segue che 11. non sarà inferiore a — t e perciò m^.a non 

Barn mai superiore a m^, e questo evidentemente ci mostra appunto 
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che sotbo le ipotesi fatte la serie Ik» è convergente in ugual grado 
fra a e p e Ift nostra proposizione è dimostrata. 

Come conseguenza poi del teorema ora dimostrato faremo 
notare che evidentemente esso pnfi anche generalizzarsi col dire 
che: Se Sk» è una serie reale o complessa i cui termini sotto fun- 
zioni finite e continue della x in tatto l'intervallo (a, p) (gli estr. 
inclna.), t oltre esser convergente indipendentemente dall'ordine dei 
termini è tale altre^ che la somma della serie dn moduli corri- 
tponilmte Xu'- è una funzione finita e contìnua dfiia x in tutto 
l'intervallo, la serie stessa £»>• sarà convergente in ugual grado 
nell'intervallo dato {■%, p). 

100. Passando ora a occnparci della derivazione per serie, inco- 
mincierenio dall'osservare che i teoremi dei §§, 94, 95 e 96 danno 
subito luogo res petti vamente ai aeguenti: 

Teorema VII. Se in un intomo comunque piccolo ma diffe- 
rmte da zero {a — S|, a-\-t^) dian putìtoa i termini u,,t^,.,., m„,.. 
di una serie convergente £«■ sono funzioni di .t c-he per x^a 
ammettono anche una derivata dderminaia e finita «',, allora, tutte 
le volte che pei jntìUi o-f-S che cadono nello stesso intomo (a esci.) 

ma f(x) della serie Xuh p^ x=^a avrà anch'essa una derivata 
determinata e finita che sarà la somma della serie S«'« delle deri- 
vate dei suoi termiti}. 

101. Teorema Vili. Quando sono soddisfatte le condizioni 
precedenti intorno ai termìiii «,, «j,,.., «„,... della serie Sw» nd- 
l'iniomo (tt-E), a+^) del punto a, affincliè la somma f(x) di questa 
serie Sm„ per x=a abbia una derivata determinata e finita e questa 
sia la somnui della serie £«'i. delle derivate di u,, Oj,-.., «■,..., è 
Heeessario e sufficiente: 1° che questa serie S«'„ delle derivate di w» 
sfa convergente: 2.' che per ogni numero positivo e arhitrariameHÌe 
piccolo a e per ogni numero intero comunque grande m' si pos- 
sano trovare dtie numeri e ed m dei quali il pruno sia differente 
da zero e positivo e il secondo sia iittero e maggiore di m' e taU 

, R.(a+i)-R.(a) 



dui la quantità - 



- per tutti i valori di 8 numeri- 
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eatnente inferiori ad e e pei quali il punto a-\-S cade neWinter- 
tfdìo >a— s,, fl+Si) sia numericamente inferiore, n a, essendo qui 
in generale indicato con R«(a:) il resto della serie Su^pel valore j: 
della variabile. 

102. Teorema IX. Sempre sotto le ipotesi precedenti, si può 
•nche dire che affinchè la somma f{x) della serie Iti„ per z=a 
lia una derieata d^erminata e finita e questa sia la somma della 
^' ^ delle derivate di Uf, tij,...,u„,... è necessario e sufficiente 
^tt per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo a, e per ogni 
numero m superiore ad un numero intero abbastanza grande tu', 
si possa trovare im numero positivo s (variatile o nò con m) tale 






che la quantità 



R.(a+8)^R.(») 



per tutti i valori di 5 



niente inferiori a e e pei quali il punto a+S cade nell'intervallo 
(a-i„ rt+tj) sia numericamente inferiore a rs. 

103, Oltre a questi teoremi poi è facile dimostrare anche il 
acuente: 

Teorema X. Affinchè la somma fix) di una serie Su» i cui 
Btrmini soddisfano ancora alle condizioni precedenti, abbia una 
rierivctta determinata e finita per x=a, e questa sia la somma della 
serie Su's delle derivate di «,, Mj,--- «■, è necessario e suffi- 
ciente: 1." che questa serie £«'« ddle derivate aia convergente; 2.' che 
per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo a si possa tro- 
vare un numero differente da zero e positivo e tale che per ogni 
valore speciale di S numericamente inferiore ad e e pel quale il 
punto a-\-S cade nelV intervallo (a— ij, a+Sj) esista un numero 
finito m {variabile con 8) non inferiore a un numero dato m' e pel 
; Ma+8)-« ,(«) ) B^(a+S) R,(a) 

S ")' 8 ' 3 

siano tutte numeri?.amenle infn-iori a a. 

Osserviamo infatti che se queste condizioni sono soddisfatte, 
siccome la serie £m'„ è convergente, esisterà un numero finito m' 
tale che Ìl resto B'„ di questa serie per n ^tn sia numericamente 
minore di a; e quindi, poiché sì può sempre porre: 



quale le tre quantità: ^r 



f(a+i)-f(a) 



.,(o+S)-H,(a) I 



+ 



R>+5) R„(a) 



R'- 



supponendo che »i sia un numero magi^ore di m che pel valore 
dì S che si considera soddisfa alle condizioni dette sopra, si vedr& 

suhito che in valore assoluto si ha — ^ — -— Sw'»<C45 

per tutti i valori di S inferiori ad s che possono considerarsi; e 

questo mostra intanto che, se le dette condizioni sono soddisfatte 

si ha lim 



f{a+S)~f(a) 



Viceversa se f{i) per J;=a ha una derivata finita e determi- 
nata che è la somma della serie I^u'h, questa serie sarà conver- 
gente; e oltre ad esistere un numero m tale che per m > »i' ai 

abbia in valore assoluto R'„<Zt-< esisterà anche un numero b 

differente da zero e positivo tale che per tutti i valori di 5 nume- 
ricamente inferiori ad è che possono considerarsi la differenza 

f(a-ì-S) - f{a) „ , . . ■ r - ° 
s Lu n Sia essa pnre numericamente mtenore a j • 

Osservando poi che, a causa della convergenza di £«„ per tatti ì 
valori di .e fra a-s e a-\-t che cadono nell'intervallo (a-ij, «-|-Eì)i, 
per ognuno dei valori di S che si considerano esiste evidentemente 
un numero corrispondente m > m' pel quale le due quantità 
R„(a+a) R„(g ) 
5 ' 8 



sono ambedue minori di j, si conclude che per 
questi valori di 5 e di m si ha anche numericamente 



, ! < a , e con ciò il teorema resta 

completamente dimostrato. 

104, Osserveremo inoltre che se i termini M,, Mj, . . ., m», . . 
godono anche della proprietà di ammettere una derivata finita e de- 
terminata in tutto un intorno sufficientemente piccolo (a-E„ a+%) 



?!' 



iti punto a, Io stesso accade per tutte le gomme ^«..(x) qualun- 
que sia m purché finito, e quiudi iudìcaudo con u'„(x) la derivata 
£ Uh (x), per tutti i valori di 3 pei quali il punto a-\-S cade ìu 
guesto intorno ai ha (§. 72, 5'): 



.(»+8)-i<.( a))^ 

8 r 



|u.(„+8)_2u.(a) 



-[l»'*Ì.... 



|i "-'°+V""''" -"-wì°-Ìi"-(.+8»)-u»ì 

<rte 9 è nn numero positivo compreso fra e 1 che è lo steaso per 
latti i termini della Boatra somma ma che dipende da m e da fi; e 
cosi in questo caso la seconda delle condizioni del teorema prece- 
Aente si può ridurre allora ad una condizione del tutto simile per 

tre quautitì. ^ i ».(«+9S) - »*) j, ^^' ^ • 

105. Fondandosi poi sul teorema che precede si può ora dimo- 
strare anche U seguente: 

Teorema XI. Se in ogni intorno sufficientemente piccolo 
(a — ó], w-H-i) *'' ttn punto a una serie Sm„ ì convergente e i suoi 
termini amtneUono ciascuno una derivata finita e determinata, e 
se nello stesso intorno la serie ^u\(x) di queste derivate è conver- 
gente in ugual grado, allora anche la somma f(x) delle serie £uh 
nd punto a avrà una derivata finita e determinata che sarà la 
tomma dtUa serie corrispondente delle derivate Xu'„{a). 

Si osservi infatti che in questo caso la prima delle condizioni 
del teorema del §. 103 è soddisfatta, e s'indichi con m' un numero 
tale che per m'>m' e per tutti i valori di x fra a — e, e o+Ej il 

resto R'n[x) della serie l.u'^{x) sia numericamente minore di ^■ 



Per m1>m' si avrà in valore assoluto V m'„(x)<1^; quindi, 
osservando che si ha evidentemente: 



ìì 



i a.(a+8)— «.(g) 
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^l ..(°+S)-" '.M 



_|j,.'.(a+08). 



«■-(«) + 



•.(0)1. 



ove 9 è un numero compreso fra e 1 che dìpeude da m e da 8 e 
che è lo stesso in tutti i termini della somma ^, si vede intAoto 
che per tutti i valori dì 5 da — e, a ej e per tutti i valori di wi 
superiori a m' l'ultima somma ^ ]K..(a-)~9S) — K'ii(a)j è numeri- 
camente minore di -^ . D' altra parte per esaere m' finito esiste 

sempre un numero s tale -che per tutti i valori di 5 numerica- 
mente inferiori a s ai ha in valore assoluto 

y\- > "'»(<*)| <Cn, quindi si può intanto affermare 



■..(»+»)-".(<■) . , j 



'n'ày. per ogni mlore di ut 



che la somma 2 

noti inferiore a tn e per gli steasi valori di s e di 8 è 

mente minore di a. 

Si aggiunga ora che a causa della convergenza di "Zuh in 

tutto l'intervallo (a — e„ o+ej), per ognuno degli stessi valori di S 

esiste un coirlspondente valore di «i > m' pel quale le due quan- 

,.,, R,(a+5) RJa) . , ^ - , ■ ■ 

tità 5 — - • — i^-^ sono anch esse numencamente mfenon a o; 

fi concluderà con ciò evidentemente che anche la seconda delle 
condizioni del teorema X è soddisfatta, e questo dimostra com- 
pletamente il teorema enunciato. 

106. Terminerò facendo osservare che quando la somma f(x) 
della serie Smn per x~a ha una derivata finita e determinata f(r) 
e la serie ^u,t(a) è convergente ma non ha per somma f'(a), 
evidentemente la seconda delle condizioni del teorema Vili e del 
teorema X non saranno soddisfatte. Similmente quando la deri- 



CI 

e) 



Principio della condensazione delle singolarità. 
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Tata di f(x) per x=a è infinita o indeterminata, una almeno delle 
condizioni degli stessi teoremi non potrà essere soddisfatta ; e 
L poiché resta per lo meno il dubbio che in questo caso possa ancora 
e soddisfatta la prima e non esserlo la seconda, ben s'intende 
(^e il teorema di Diihamel che il Bertrand riporta alla pag. 271 
del suo Calcolo differenziale potrebbe anche non esser vero in 
generale. E del resto anche la dimostrazione stessa che ne dà il 
Bertrand lascia in dubbio sulla sua esattezza in generale. 

Similmente non possono per lo meno considerarsi come dimo- 
strati in generale i teoremi sulla derivazione delle serie generali 
che ordinariamente si danno nei trattati di Calcolo differenziale e 
^gH^tegnh. (Y. p: es: Sbrret. Cale. diff. et ini. voi. II, pag. 100). 

W Princi] 

^B 107. I teoremi sulle .'^erie che ora abbiamo dati conducono alla 
dimostrazione rigorosa di un principio che Hankeì denominò prin- 
cipio della condensazione delle singolarità, perchè con esso par- 
tendo da una funzione che presenta delle singolarità relative alla 
continnìtà, o alla derivata o ai massimi e minimi in un punto 
soltanto di un dato intervallo si giunge a costruire le espressioni 
analitiche di infinite funzioni che presentano le stesse singolarità 
in un numero infinito di punti di qualunque porzione dell'inter- 
vallo nel quale si considerano. 

Sia 7 C//Ì una funzione che in tutto l'intervallo fra — 1 e 1 
(gli estr, incl.) tranne tutt'al più nel punto j/=0 è continua e 
sempre numericamente inferiore a un dato numero finito, e per 
Sf=0 è zero. 

La funzione ;p(sennz;c) pei valori di x che non sono della 

forma — ove m è intero sarà finita e contìnua, e pei valori di x 
a questa forma sarà zero ; quindi la serie 
*;(p(3en«m) 



ore 8 è superiore ad uno, sarà convergente in ugual grado in uu 
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interrallo qualunque (§. 93) e la sua somma sarà una funzione 
f (x) di X sempre finita che per tutti i valori di x che non sono 

della forma — ove m è intero, cioè pei valori irrazionali di x, è 

n ^ 

anche continua (§. 97); e se f{y) è continua anche per j=0, 
allora f{x) sarà continua anche pei valori razionali di x. 

108. Ora per vedere che cosa accada in f{x) pei valori razio- 
nali di X quando ip(y) è discontinua per y=0, osserviamo che, 
essendo ip(0)=0, se — è un valore razionale di ^, e v e i«. sono 
numeri interi primi fra loro si ha: 



/ u\ se <p ( sentt-Jt ) 

f{-\=y V ^ A 

ove la somma è estesa a tutti i valori di n che non aono multipli 
di il; e quindi sarà; 

/v \ /m\ r iffseonl -+5 ÌJtl — «j senn-ic j 



ove la seconda somma del secondo membro è estesa a tutti i 
valori di n da l a o) , e in ^ (+sennit5T:) deve prendersi il segno •\- 
o il segno — secondochè «v è pari o dispari; e poiché la aerie 

y ~ — ; — - è una funzione di a; che pera;=-è continua (S. 97), 

^[L «' "^ [J, " ' 

dentemente la prima serie del secondo membro avrà per limita 
zero per S=0, e quindi basterà ora occuparsi della seconda. 

109. Distinguiamo perciò il caso in cui ìe discontinuità che 
(p(y) ha per y=0 da una o da tutte e due le parti di questo punto 
sono discontinuità ordinarie, e il caso in cui queste discontinuità 
almeno da una parte sono dì quelle che si dissero di seconda specie. 



— 119 — 
Nel primo caso, passando al limite per 5=0 si ha subito (§. 94): 






■K-o)a 1 



ove in y (±0) e f (-(-0) devono prenderai i segni auperiori o gl'in- 
feriori aecondochè v è pari o dispari; quindi per v pari e = 2v' si 
avrà: 

'Kv- ) \v-j <^^ T»" 



^(7-)-<?) = 



1*' *i 



2v'+l si ayrà invece; 
2,-+l^_j(_0). 1 



/2.-+l\_ T(+0); 



!p(+0)6 1 , 
f (2»+:y ' |i" f(2»)- 



f(2»+l)' 



1'^ u.' 4*\ 



i(2«)' 



I 



e poiché, delle quantità !p(+0) e (fi( — 0), che rappresentano evi- 
dentemente i salti della funzione y (^) a destra e a sinistra del 
pnnto j/=0, la prima o la seconda o tutte e due sono respettiva- 
mente differenti da zero o uguali a zero secondochè in (p (y) a 
destra o a sinistra del punto y^O o dalle due parti si ha discon- 
tinuità continuità, si conclude che nei punti razionali — pei 

quali il numeratore u è pari ^(r) avrà sempre una discontinuità 

I ordinaria che sarà da ambedue le parti del punto o da una sol» 
(destra o sinistra) secondochè la discontinuità che si ha in (p (y) 
per y=0 è da tutte e due le parti di questo punto o da una sola 



(deatra pure o siniatra) ; e nei puuti razionali - pei quali il nume- 

V- 
ratore, è dispari, tanto che f (y) sia discontinua per y^O da una 
parte soltauto quanto che lo sia da tutte e due, la funzione f(x) 
arra sempre una diacoutinuità ordinaria da tutte e due le parti 
del punto, a meno che non sia soddisfatta una delle due ogua- 
gliimze: 



T(-0)2 



1 



S+iT- + ''+°'2(-S)- 



■0, 



f(+''>|(-2^+l)-- + 'f<- 



-Ur 



nel qual caso, non potendo evidentemente queste due eguaglianze 
essere soddisfatte insieme perchè per «>-l si ha: 

la discontinuità che si avrà in f{x) aash soltanto da una parte del 

punto. Quest'ultimo caso però non può presentarsi che quando la 
discontinuità che at ha in <p(y) per y^O sia dalle due parti del 
punto stesso y=0. 

E se la discontinuità che ai avrà in (p(y) per y^O sarà di 
quelle che possono togliersi mutando il valore della funzione in 
quel punto (cioè se y (-j-0) ^ f{ — 0)), altrettanto accadrà delle 

discontinuità che si avranno in f(x) neà vari punti razionali ~, e 
i salti che essa farà in questi punti saranno ngoali a - — ^ — ^ — ; 

e si può notare che tati discontinuità in f(x) non potranno pre- 
sentarsi che in questo caso. 

Inoltre osserveremo che quando aia f (+0) = — <f ( — 0), e 

in questo caso soltanto, il valore /"( - ) di f{x) nei punti razio- 
nali - è sempre il valore medio fra i due f( — [*0 ) e f( ì, 



I 



I 



e allora il salto dalle due parti del punto per v pari 



.T(+°)^l 



e per v dispari è I 1 — ò^, )- — 7— S",! ^ osaerveremo infine che 

in ogni caso i aalti che la funzione f(x) fa nei punti razionali - 

non dipendono che dal valore del denominatore [J. e dall'esser pari 
o dispari il numeratore v, e col crescere di [i. vanno impiccolendo 
oltre ogni limite; talché la stessa funzione /"(-i) in ogni caso è una 
di quelle funzioni punteggiate discontinue che in ogni intervallo 
finito hanno soltanto un numero finito di punti nei quali fanno 
aalti nia^;ìori di una quantità qualunque arbitrariamente piccola 
data. 

110. Ci resta ora da considerare il caso in cui f(i/) almeno 
da una parte del punto j/=0 ha una discontinuità di seconda 
epecie, e per questo procederemo come segue. 

Supponiamo subito, per semplicità, s]>-2, e osserviamo che 

se in una serie 2"~« ^^ ^- ^'^^ possono superare in valore asso- 

I " 
loto ona quantità finita g, per »^1 si ha in valore assoluto: 



E«< 



(»+ir 



;?< 



(«+l)'-';r:1n{H-l) 



• <,.-• 



e perciò si può porre: 
(2) 






essendo A e A' quantità comprese fra — le 1. 
Per questo si potrà sempre scrivere: 



essendo g il limite superiore dei valori di (p (y) fra — l e 1 ; e di 
qui risulta subito intanto die se rp(i/) per j/^O avrà una discon- 
tinuità di seconda specie dalle dae parti dello stesso punto, e se 9 

sarà così grande che la quantità ~^ sia inferiore alla metÀ delle 

oscillazioni che ^{y) fa in vicinanza del punto y=0 e dalle dae 
porti dì questo punto (§. 32), la funzione fix) in tutti i punti razio- 
nali e dalle dae parti di questi punti avrà dìscaatiniiìtà di seconda 
specie; e se 'f (f/) avrà una discontinuità di seconda specie soltanto 
da una parte del punto y=0, e dall' altra parte dì questo punto sarà 
contìnua o avrà soltanto una discontinuità ordinaria, allora nei 

punti razionali - pei quali V è pari a destra e a sinistra avrerrà 

sempre per /"{.r) quel che avviene per y (y) a deatra o a siaistra 

del punto y^O. Nei punti razionali poi - pei quali w è dispari 

osservando che si ha : 

^ y(±senwi i.gir)^j| y [— 8en(2n+l)tt5 ir] l ^^ y (aen2w^SB) 
t »• ~X (2»+l)' ^2't «• 



« y [-aen(2ti+l)[j,5 ]r] __ 
f 12«+1)' -^^ 



i.x5;r)H 



■^ y(sen-2ri).5T 



= y(sen2;.3;:)+^., 



si vedrà subito che per s abbastanza grande in f{x) ai avrà sem- 
pre discontinuità dì seconda specie dalle due parti del punto — ; 

quindi si può ora affermare che anche ne! caso in cui le discon- 
tinuità di 'f {y) almeno da una parte nel punto y=Q siano discon- 
tinuità dì seconda specie, per valori abbastanza grandi di 3 f{x) 

sarà discontìnua in tutti i punti razionali -, e per quelli fra questi 



I 



I 
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punti pei quali v è dispari la discontinuità sarò sempre di seconda 
specie dalle due partì, mentre per quelli pei quali v è pari In 
discontinuità di f{z) arra le stesse particolarità che ha quella 
di (p {x) per y=0. 

E osservando inoltre che il secondo termine della formula (1) 
ha il divisore [j.', ai potrà dire che anche nel caso attuale f{x) 
sarà una di quelle funzioni punteg^ate discontinue che in ogni 
intervallo finito hanno soltanto un numero finito di punti nei 
quali fanno salti maggiori di una quantità qualunque arbitrarìa- 
mente piccola data. 

111. Supponiamo ora che la funzione f {y) sia sempre contìnua 
fra — lei, e in tutti i punti dì questo intervallo, escluso tutt'at 
più il punto y=0, abbia anche una derivata determinata e sempre 
numericamente inferiore a una quantità finita g, e supponiamo 
inoltre s>2. Allora la funzione f{x) sarà sempre finita e continua, 
e se anche nel punto y^O y (y) avrà una derivata determinata, 
questa derivata sarà necessariamente finita (§. 77. 1,") enon supe- 
riore ai;, e le derivate dei termini della serie V ^ ■ ■ saranno 

I " 
finite e determinate per quakmqìu valore di x e di n, e forme- 

, ^ffl'(senna^) 
ranno una sene sempre convergente ^2à ^_, - ■ cosnxjr. 

Inoltre questa serie it^- ~- ._) ■- -■ cosfww sarà convergente 

in ugual grado per tutti i valori di x (§, 93) perchè i suoi termini 
sono numericamente inferiori ai termini corrispondenti della serie 

convergente ^t^-f— ; quindi sì può asserire {§. 105) che ìn questo 

caso ìn cui f{y) ha una derivata determinata e finita anche nel 
punto y^O la nostra funzione f{x) ha una derivata finita e deter- 
minata per tutti i valori di x, e questa derivata è appunto la somma 

della serie delle derivate ^rV " - ._, — - 



112. Supponiamo ora che y(y) pery^O non abbia una deri- 
vata determinata, ammettendo però sempre che fuori di questo 
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punto ,y^=0 le derivate di f(y) siano ancora determinate e name- 
ricameute iuferiorì a una quantità finita data ff, e cerchiamo che 
cosa accada allora per la derivata di f(-c). 

Per questo osserviamo che in questo caso il rapporto -^ 

coir avvicinarsi indefinitamente di 5 a zero, almeno da una parte, 
non avrà un limite determinato, ma i suoi valori si manterranno 
sempre fra limiti finiti (§. 75); e osserviamo inoltre che, 

pei valori irrazionali di x le derivate dei termim ^-^ — - 

determinate e finite, la serie di queste derivate 



Si consideri ora 1 



- f (sennnt) 



«'5 



- P^f 



tutti i valori di S diversi da zero, e pei valori irrazionali dì x; si 
vedrà subito che i termini di questa serie quando non corrispon- 
dono a valori di n pei quali si abbia Benw(j+3);t^8enMXff (nel 
qual caso però sono nulli) si possono porre sotto la forma: 



TC y rseDM(a'+S)Kl — y(sennjw) 
«•"' sen»(^+Sjir~ ~ 



quindi, siccome per l' osservazione 7. 

f rsenM(x-|-5);t] — f (senn vtc] 
senn(ir-[-8);t^sen»x;t 

g sen»!' 
ff, e il fattore C08w{j;+g-)jc — ^ — 



coa»(j:+ ! 

' del §. 72 U fattore 
è sempre numericamente minore di 



1 supera l'unità, gli stessi 



termini in valore assoluto saranno inferiori a — ^' e perciò la 
n'-' ^ 

sene stessa \->^ ^ pei valon di o diverai 

T «'8 

da zero (avendo i suoi termini tutti numericamente inferiori ai 

termini corrispondenti della serie convellute 2^;"^ ) ^""^ '^°°* 
1 " / 




F Vergente in ugual grado; quindi pel teoremndel %. 100 si può 
1 concludere intanto che la funzione f(x) per tutti i valori irra- 
■ xionali di j; ha ancora uua derivata fiuita e determinata che è la 
I nnimB della serie corrispondente delle derivate 

2r^ — rn — cosmct; talché basterà ora cercare che cosa accade 

r " 

Mjptù ralori razionali di x. 

Per questo incominciamo dall'osaervare che per r= -, essendo 
e p. Biuneri interi primi fra loro, si ha dalla formola (1): 

I 1 g; yf±aenw}i.8z ) 

Vr '^ ' 

ove in ?(±Ben«[j.S;r) deve prendersi il segno -f- o il segno — aecon- 
dochè Mv è pari o dispari; e aiccome col ragionamento precedente 

ti trova che la serie |j,?^^5^^ 
H^at 



trova che la i 

lata anche per x= 

[ 8en»-jt I 
V 1^ / ._■ 



fv-- 



- ha una derivata finita e deter- 



e questa derivata è la somma della aerie 



'h 



, indicando con i, una quantità che pei 



valori di 5 numericamente inferiori a una quantità positiva suffi- 
cientemente piccola E è minore di quella quantità che più ci piace, 
si potrà scrivere intanto: 



<;+')-<-;) v' <— » . 



-cosM-;r-|-(j,+ 



1 y ? (i^*""*!'^®'^) 

7»^ ;ì*s ' 



e quindi basterà ora occuparsi della serie: \^ j^ — - 

Supponiamo perciò dapprima che la derivata di tp (y) per y=0 
non esista per la ragione che i limiti dei due rapporti ^-V^, 

per ^^-l-^ sebbene determinati e finiti non sono uguali; o, in 

altri termini, ammettiamo che y (y) per y=0 abbia delle derivate 
a destra e a sinistra finite e determinate, ma differenti l'ima dal- 
l'altra, e queste derivate siano res petti vamente f'{-\--0) e ip'(~0). 

Allora i termini della serie 2^ — 7» — P^^ ^=^ * destra, 

e per 6=0 a sinistra avranno lìmiti determinati e finiti, e siccome 
si ha: 



t y(±aentiii.Sit) _ a y[(-l)^sen(2H-|-I)^LS;^] fe'p(8en2>; 
, «'8 ^ {2«+i)'fi "^ t (2»; 

ai vedrà subito {§. 94)che per v pari si ha: 



i2n|j.Sic) 



lim 



,<ÈÌ!)z<L)_.t <!!30,„.„^ , t(4o>,: 



^|„-. 



,i/(H-<i)_.,tì!)„ 



lim 



e per v dispari si ha invece: 

A=^ » ^^-^v- — zi=i — ^'^ 



I t'(-o)' 



0)«K 1 

. 2,,.— 







Aì+')-Kd .^ <'— ;-) 
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« 1 
5,. 



_{!+%« _i T'(-o)«e 1 



talché si può dire intanto che nel caso attuale nei punti razio- 
nali — corrispondenti a v pari la indeterminazione della derivata 

di f{x) sarà dello stesso genere di quella che si ha nella derivata 
di !p{y) per y^O, cioè esisteranno tanto le derivai f a destra che 
quelle a sinistra di questi punti, ma saranno differenti le une dalle 
altre; e lo stesso accadrà anche pei punti razionali corrispondenti 
.a valori disparì di v giacché non può essere f'{-(-0) = fi — 0). 
Se poi l'indeterminazione nella derivata di f(ji) per y:=0 



cp(S) 



coli 



jffoviene dalla circostanza che il rapporto 

dì d a zero almeno da una parte non ha un limite determinato, 
allora ai può vedere che, se s sarà abbastanza grande, uella derivata 
di f(T) si avrà ancora una indeterminazione dello stesso genere 
per tutti i valori razionali di j^. 

Osservando infatti che i termini della serie 2^^^'«r~^ — 

quali tì^S è un numero intero sono tutti ugnali a zero, e gli 

-, , - ., , - +u,7r (B{±Benn[i.Sir) aenM|J.8ffi ., 
,H»n possono porsi sotto la forma -^ '-"- -:—' ^— e il 



toem^S), 



±senn[i.3i; M[v5it 



"'''""■" ±sei,«p.8 

quantità finita ff, mentre l' altro 



è sempre numericamente minore di una 



senn^S;: 
n|j.S;r 



non supera numenca- 



I mente l'unità, si vedrà subito per la (2) che: 
^y(±aenniJ,S;r) \i-Tcgh 



ove h è nna quantità compresa fra - 
tutti i valori di S diversi da zero: 



l e 1, e perciò si vrta per 



a y(±8eii»ii.S7t) (p(±eeini.g]t) _,Vf9J^ 

ciò che ci mostra intanto che se le indeterminazioni nel limite del 
rapporto ~- si hanno dalle due parti di 8=0, e se s sarà suffi- 
cientemente grande, le stesse indeterminazioni si avranno nella 
serie ^^^^^= — jj^ — , e quindi anche nel rapporto 



<^0-<0 



per tutti i punti razionali -, e cosi in questi 

punti f{T) non avrà derivata determinata oè a deatra né a sinistra. 

Se poi il rapporto ^—^^ manca ancora di un limite determinato 

per S^O ma soltanto da una parte, allora spezzando in due parti la 

come bì fece in nn caso analogo per le dÌBOon- 



serieji 



(};(±8en»;i5jt) 



tinuità, (g. 110) 81 vede subito che pei punti razionali - pei qnali 



<Hz<S 



V è pari avviene per il limite del rapporto 

ciò che avviene per il limite del rapporto — s-i e quindi la deri- 
vata di f{x) esiste solo da una parte di questi punti ; mentre pei 
punti razionali — pei quali y è disparì, almeno quando s è abba- 

stanza grande, il rapporto stesso — ^^^^ ^ ^^ non ha limite 

determinato né a destra né a sinistra del punto —, e qnindi la 
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Foozioiie f{x) non ha dmvata determinata né a destra uè a sinì- 



<^^-)-^a) 



oscilla sem- 



stra dì questi punti, e il rapporto 

pre fra limiti finiti quando 3 si avvicina sempre più a zero. 

113. Prendiamo ora a considerare il caso in cui la derivata 
di f(t/) sebbene aempre finita e determinata fuori del punto j/=0, 
col tendere di //=0 in alcuni punti prende anche valori numeri- 
camente maggiori di qualunque quantità data (ciò che p. es. è 
«empre necessario §. 77 1." quando la derivata di f{u) per y=0 
deve essere infinita almeno da una parte). 

In questo caso la derivata di f{y) per jf=^0 potrà ancora 
l§§, 75 e seg.) esaere determinata e finita o essere infinita e deter- 
minata o nò di segno, o essere indeterminata tutt'aS'atto, e noi ci 
proponiamo ora di vedere che cosa accada della derivata di f{x) 
in questi singoli casi. 

Ili questi casi pei punti x irrazionali non pub ptù dimo- 
strarsi, aUneno in generale, l'esistenza della derivata di f(x), 
perchè siccome nx col crescere indefinito di n passa anche per 
valori prossimi quanto si vuole a numeri interi, le derivate 
5'(senHr;i) possono non mantenersi piil sempre numericamente 
inferiori a una quantità finita e quindi non sono più applicabili 
i ragionamenti fatti nel §. 112; pei punti razionali poi possiamo 
rafponare come segue. 

Osserrianio che anche in questo ca^o si ha la formula (3), e 

5, a(aeimxz) 
indiamo subito a studiare la sene ^ ^^^ — 7—^. cercando di 



lostrare coir applicazione del teorema del g. 103, che a questa 
i la derivazione termine a termine. 
i perciò dapprima che i termini di questa serie per 



e per x = — può applic 
Sic 



- hanno una derivata finita e determinata 



Zf'l senu— jc Jc{ 



si vedrà subito clic la serie di queste derivate è ancora conver- 
gente, e quindi resterà solo a cercarsi se si può soddisfare alla 
I ■econda delle condizioni del teorema citato. " 
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Per questo prendiamo per m il primo nnmero intero che non 
è inferiore a 5,"*, essendo 3, il valore assoluto di 5, e j essendo 
un numero positivo scelto in modo da soddisfare alla condizione 

1]>2> — r (ciò che evidentemente pub farsi perchè 8>2), «' 

osserviamo che allora si ha in valore assoluto 5 m'"'^?,'"*"^'', e 
m5=S,'~'-|-95, con 9 compreso fra e 1 (1 esci.); si vedrà subito 



Pd 



per la (2) che se R„(.f) è il resto della serie V ■!■ ti 

valore X della variabile, e 7 è il massimo valore assoluto di f{if) 
fra — le 1, sì ha in valore assoluto: 



<H, 



e quindi se per ogni numero positivo e arbitrariamente"piccolo a ri 
prende s in modo che si abbia 3'=*'"''~'<C''t allora per Offnì valore 
speciale di 5 numericamente inferiore ad e basterà determinare un 
numero intero m nel modo indicato aopra, per far ai che le quan- 



K. 



«là- 



(i+'ÌMù 



— V — siano ambedue numericamente minori 



di a; e questo numero m, quando si prenda e sufficientemente 
piccolo, sarà anche sempre maggiore di quel numero che più ci 
piace in'. 

Ora, se e sarà preso aufficientemeute piccolo, è facile vedere 
che quando »H per ogni valore speciale di S numericamente infe- 
riore ad E sia determinato nel modo testé indicato, anche la 
quantità : 

_H- J 



(5)^ 



iyj',en»(^^+s)^]-y(sen»%) ^p'(se 



sarà numericamente inferiore a i per tutti questi valori di 8, e 

quindi saranno soddisfatte tutte le coodizioui necessarie e suffi- 

... L- 11 ■ V rC^ennr::) v ,. 

cienti perche alla sene ^ „ ^;— perjr=- possa applicarsi 

la derivazione termine a termine. 




iDdichiamo infatti con «i un numero tale che per ti^»l(— 1 

. ^ 1 . . 
il resto Rn della serieXj -^^i sia minore di una quantità arbitra- 
riamente piccola i'. Il numero ni, come abbiamo detto sopra, potrà 
snpporsi superiore anche a questo numero m^ per tutti i valori 
di £, e la somma precedente (5) potrà in conseguenza spezzarsi 

nelle due ^„, V ■ e poiché, quando sia preso e sufficientemente 

1 •^ Wi 

piccolo, la prima dì queste somme (essendo composta di un nu- 
mero finito e fisso di termini) per tutti i valori di S Tra — e e s 
sarà numericamente inferiore a quella quantità che più ci piace a, 
basterà che ci occupiamo ora della seconda. 

Per questo osserviamo che la quantità (p'[ senn-n ] per tutti 

i valori interi di n che non sono multipli di [L è sempre inferiore 

a una quantità finita g' perchè n- non si accosterà mai ad un 

numero intero pi<i di — ; e siccome si ha in valore assoluto 

»i5=5,'~^-)-05,<e'*"'-1-e, se si suppone = tanto piccolo chee'-'-l'S 

nongiimga a ^, le quantità»-, n'. — j-S] per tutti i valori interi 

di n che non sono multipli di ^ e non sono superiori ad vi saranno 
Ticiiiissime e non saranno mai intere né comprenderanno fra loro 

numeri interi e anzi ne saranno discoste più di ^; e quindi evi- 
dentemente per le ipotesi fatte la funzione rp (i/) per tutti i valori 
di y compresi fra senn-:t e sennf -+8 )ir quando « ha valori 

interi non multipli di |i. e non superiori ad m, avrà sempre una 
derivata determinata e numericamente inferiore a una quantità 
finita ff'. Ne segue (§. 72, .6.°) che il rapporto 



1 ^'' '' ^ ti ohe .1 . 



- che al solito quando non è zero 
paò porsi sotto la forma: 



i 



n(^+«)'']-T(w»^') 






sarà nmnericanieiite inferiore a — ,-:, e ai avrà perciò in valore 
assoluto: 



intente infi 

i H"''"G+')'' ] ~''("'°"^) ' ^('"'v'')'°'"r j 

-•T «'S «■-' ) 

<'(3'+s'}%~T, <=&'+?■)'■, 

e questo mostra appunto che anche la somma del primo membro, 
per E sufficientemeiite piccolo e per tutti i valori di 8 compresi 
fra — E e s, sarà niiniericamente inferiore a quella quantità che 
più ci piace s". 

Da ciò risulta, come abbiamo già detto, che lo stesso accadrà 
della somma: 

I Usen«(^+5).]-y(senn-V) .,'(.en«^.)cos»^ j 
^^i n'ò H'^' 1 

quindi poiché con ciò resta dimostrato che tutte le condizioni dei- 
teorema del §. 103 sono soddisfatte, si conclude ora che la fua* 

^ ?(sen»j';r) 
zione V — — ; 



- ha una derivata finita e determi- 



-r »'| senti— 7t 1 

n 
le 
il 
li 



nata che è la somma della serie ^J 

vede perciò che indicando con o, una quantità che pei valori di Si 
numericamente inferiori a un numero positivo e sufficientemente, 
piccolo s è minore di quella quantità che piil ci piace, la formo!» 
f'ó) potrà anche in questo caso ridurai alla seguente; 
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che non è altro che la formala (4) del paragrafo precedente; e 
basterà quindi occuparsi della serie: V '~^^- - , , ■ — ■ 

Si decomponga perciò questa serie nelle due somme : 

i y(+He n»^[.Sir) y y(±sen«ti.gir) 
f ^^3"^' ^ "'5 ' 

^aendo m un numero che per ogni valore speciale di 8 numerica- 
mente inferiore a una quantità sufficientemente piccola s è deter- 
minato nel modo che indicammo sopra. Allora, applicando la for- 
mola (2) si vedrà subito che la seconda di queste somme, quando & 
sia preso abbastanza piccolo, per tutti i valori di 5 che si conside- 
rano sarà numericamente inferiore a quella quantità che più ci 
piace, e basterà quindi limitarsi a considerare la prima somma: 

Y^(±8enniJ.Src) 

Scriviamo perciò questa somma sotto la forma: 



l'J) 



ii.:ry± 



1 y(+sen»|j.5r) senn]i.5:t 



,T(2„ 



e supponiamo dapprima ohe —- per 8=0 da mia parte abbia per 

limite + 03 e dall'altra — oo ; o, in altri termini, supponiamo 
che la derivata di 'p(y) per y=0 da una parte p: es: a destra 
aia -\--xi , e dall'altra sia — co , 

Ricordando che nei termini della somma precedente deve 
prendersi il seguo superiore o l' inferiore secoudochè Hv è pari o 
dispari, e supponendo e talmente piccolo che la quantità jnS (che 
è numericamente inferiore ad e'"'-|-;) sia essa pure numerica- 
mente inferiore a un numero arbitrariamente piccolo, si vedrà 
subito che i termini della stessa somma per 5 positivo avranno 
tutti uno stesso segno, e per 5 negativo avranno pure uno stesso 
segno, contrario però a quello che essi hanno per S positivo, o 
almeno i primi fra essi, per tutti i valori di S che si considerano, 
saranno numericamente maggiori di quella quantità che pia ci 



piace; quindi evidentemente in questo ceiso qualunque sia il punto 

razionale — il rapporto — ^J- i-— per 8=0 da una parte 

avrà por limite +00 e dall'altra — 00 , e così la derivata di f(x) 
per x=— da una parte sarà -|- oo e dall'altra — oo . 

Se poi —^ per 3;=0 da tutte e due le parti ha per limita 
-|- co o ha per limite — oc, allora si vede in modo simile che pei 

punti razionali - pei quali v è pari il rapporto — ^^- ~ ^^-^ 

ip{5) 
presenterà le stesse circostanze del rapporto ^-i— , ma non si potift 

dire nulla pei punti razionali — pei quali v è dispari, perchè per 

!*• 
questi punti i termini della somma (fi) verranno alternativamente 
positivi o negativi; e se infine da una parte del punto S^O, il 

rapporto ~- ha per limite -{- ce — co e dall'altra parte ha 
per limite una quantità finita e determinata oscilla fra limiti 
finiti, allora con osservazioni analoghe a quelle che si fecero nel 

§.112 si vede subito che, se s è abbastanza grande, pei punti ~ 

pei quali v è pari Ìl rapporto — ^^^- ~ -'^ presenta le stesse 

singolarità del rapporto -^, e pei punti - pei quali v è dispari 

il rapporto atesso per 8^0 da una parte ha per limite + 0° 8 
dall'altra ha per limite — 00. 

E infine se la funzione f (y) nel punto y=0 avrà una derivata 
determinata e finita, con osservazioni analoghe sulla somma (SJ^ 

si troverà che la funzione f{x) iu tutti i punti raziona!! - avrà 



I 



— I3J — 
pure ima derivata determinata e finita clie sarà la somma delta 

cc^'f senH-TT 1 
serie delle derivate :t2— ^ L__i„r 



)S«-it; e se nel punto i/=0 

!p(y) non avrà derivata determinata aia perchè i limiti di —~~- 

per 2^0 a destra e a sinistra sebbene determinati e finiti non 
siano ugnali, sia perchè almeno da una parte questo rapporto 

ÌOBcilli £ra limiti che supporremo finiti, allora f{x) nel primo caso 
per tatti ì punti razionali ~ presenterà le stesse circostanze dì 
j(y), nel secondo presenterà ancora le stesse circostanze di fin) 
peri 
sia al 



r tutti i pimti razionali — pei quali ■ 



pari, e almeno quando s 
punti 






a abbastanza frrande sarù tale che ìl rapporto 
oscillerà fra limiti finiti dalle due parti di S-O per tutti 
razionali — pei quali v è dispari. 

Notiamo che restano così estesi i resultati che si ebbero ai 
111 e 112 pel caso che le derivate di z(y) fuori del punto j/=0 
'fossero sempre numericamente inferiori ad tma quantità finita; 
però a dift'ereuz.i di quanto si potè fare nei g§. HI e 112 resta 
qui incerta l'esistenza delle derivate di f{x) nei punti irrazio- 

E resta pure incerto ciò che avvenga per la derivata di f{x) 

i punti razionali e irrazionali quando il rapporto ^-r- pel ten- 

e di S a zero almeno da una parte oscilla fra limiti infìnita- 
i discosti. 

114. Riassumendo ora i risultati precedenti, ai possono enun- 

i seguenti teoremi generali che costituiscono in sostanza il 

inciph detto da Hankel della condensazione delle singolarità, 

mciato qui sotto una forma più rigorosa e più completa. 

" 1." Se (p(y) è una funzione che in tutto l'intervallo da — 1 a 1, 

lesclneo il punto zero, è contìnua e sempre numericamente ìnfe- 



■ fiore a un dato numero finito e nel punto zero è ugnale a zero 
* ed è discontinua, la funzione: 



(7) 



,, .-.^^fCsemmc) 



* per valori di s maggiori di uno e abbastanza grandi, in uà 

" intervallo qualunque è una funzione punteggiata discontinua 
' che è sempre numericamente inferiore a un du,to numero finito e 
' che in tutti i punti irrazionali dello stesso intervallo è contiima 
' e in tutti i punti razionali è discontlnaa; e il numero dei salti 

* maggiori di un numero positivo arbitrariamente pìccolo o che 
" essa fa nello stesso intervallo è sempre finito (§g. 109 e 110). 
" Inoltre le discontinuità che questa funzione /"(.<) ha nei punti 
"razionali in confronto a quelle che y(i/) ha nel punto y^O 
•presentano le particolarità indicate nei S§- 109 e 110; e nel 
" caso particolare in cui la discontinuità di f{y) per y=0 è dì 
' prima specie, allora anche supponendo soltanto s^l, si hanno 

* sempre le proprietà precedenti e le discontinuità di f{x) sono . 

* esse pure di prima specie; e quando la discontinuità di y (y) 
' per y^O è di quelle che possono togliersi cambiando il suo 

■ valore in quel punto, altrettanto accade delle discontinuità di 
' fix) in tutti i punti razionali (§. 109). 

' 2.° Se poi la funzione (j!(i/) è continua anche per y=0, allora 

■ la funzione f{x) per 8>1 è sempre continua (g. 107); e se 
" (p(j/) oltre essere finita e continua in tutto l'intervallo da — 1 

* a 1 ha anche una derivata determinata che è sempre numerica- 
' mente inferiore a una quautità finita, allora purché sia s>2, la 
' funzione f(x) ha pure una derivata finita e determinata per 
" tutti i valori di .r e questa derivata ò la somma della serie delle 

* derivate dei termini di ^(.(") {§. 111). FJ se la derivata di f(y) 
" in ogni punto speciale fra — 1 e 1 è sempre determinata e 
" finita, ma col tendere Ai y a zero finisce per prendere anche 

* valori arbitrariamente grandi, e nel punto j/:=0 è finita, allora 
" è certo che la derivata di f{.i:) sarà pure determinata e finita in 

tutti i punti razionali - , ma non si può affermare più nulla 



■ pei punti irrazionali (g. 113). 
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• 3.* Se poi (p (y) fra — tele sempre finita e continua, e 

■ per tatti Ì valori di y differenti da «ero ha anche una derivata 
'determinata e sempre numericamente inferiore a un numero 

* finito dato, ma per y=0 non ha derivata determinata perchè il 

' rapporto ^\- per S=:;0 non ha un limite indipendente dal segno 

* di 2, o perchè almeno da una parte non ha limite determinato, 
' allora la funzione f{x) per 9>2 in tutti i punti irrazionali di un 

* intervallo qualunque avrà ancora una derivata finita e deter- 
' minata che sarà la aumma della serie delle derivate dei termini 

■ di /"(.e) ; e quando a oltre esaere maggiore di 2 aia abbastanza 

* grande, essa non avrà derivata determinata in nessun punto 

* razionale dello stesso intervallo, e in ognuno di questi punti 



rM-<^ 



in confronto al rap- 



* razionali — il rapporto 

' porto ^~ presenterà le singolarità indicate nel §, 112. E se la 

* derivata di ^(j/), sebbene ancora finita e determinata per tutti 
' i valori dì y dìlTerenti da zero, coH'awicinarsi di y a zci'o finisce 

* per prendere anche valori numericamente maggiori di qualunque 

* numera dato, ma del resto 'f (y) soddisfa a tutte le altre condì- 
' zioni ora indicate, allora pei punti razionali è certo che la fun- 
' zione /■(x) presenterà le singolarità stesse che precedentemente, 

* ma pei punti irrazionali non si può affermare più nulla (§. 113). 

' 4.'* Se poi !fi (y) fra — 1 e 1 è sempre ftnita e continua e per 
" tntti i valori di y differenti da zero ha anche una derivata deter- 

■ minata che, sebbene sempre finita per ognuno di questi valori 

* di |/, finisce per prendere anche valori numericamente maggiori 

* di qualunque numero dato coli' avvicinarsi di ;/ a zero, e nel 

* punto zero ha la derivata in&nita, allora intomo alla derivata 

■ di f\x) nei plinti irrazionali quando 3^2 non si può affermare 

■ pili nulla, e pei punti rajiionali si pu6 dire che se la derivata 

* di 7 (y) per y=0 è infinita ma non determinata di seguo (in 

"modo cioè {§. 72, 3.") che il rapporto — .,— da una parte del 



' punto 8^0 abbia per limite +x e dall'altra abbia per limite 
' — oc) lo stesso accade della derivata di f{~r) in tutti i punti 
' razionali; e ae la derivata di f{ì/) per y^=0 è infinita e determi- 
' nata di seguo allora lo stesso accade ancora per la derivata di 

' f(x) in tutti i punti razionali - pei quali v è pari, e non ai può 

* affermare nulla pei punti razionali - pei quali y è dispari (§, 113), 

" 5.° E infine se (p(ì/) per y=0 non ha derivata determinata 
' perchè il rapporto ^^— da una parte del punto 3^0 ha per 

" limite -|- 30 — co , e dall'altra ha un limite determinato 

• finito oscilla fra limiti finiti, ma del resto y {y) soddisfa a 
' tutte le altre coudizioui contenute nell'enunciato del teorema 

• precedente, allora la funzione f{x) per s>2 in tutti i puoti 

" razionali - pei quali v è dispari ha la derivata infinita e non 
" determinata di segno; e se s, oltre essere maggiore di 2, è anche 

* abbastanza grande, nei punti razionati pei quali v è pari f{x) 



<-;+0-<-;) 



' non ha derivata determinata, perchè il rapporto 

' per questi punti presenta le stesse singolarità del rapporto ^^. 

* Pei punti irrazionali poi non si può affermare nulla neppure in 
" questo caso (§. 113) (*). 

115. Osserviamo poi che, per quanto fu detto pel caso che ai 

(') NDti&iDo che [isoltati Bu&logtal a Simona Bolttnto le)^nnsiib! diff«renU ti 
ottonobbflro quaudo iuVace dulia tuozlono /(i) dkU dalla fonuola (T) si cooaldenwta 
una fusEiDDe /{x} caue U vDeUDUto: 

aie le a., sona costanti reali tali che la tecie £a', dei loro tbIoiì tasoluti k 
Tergente, e le 'j'.i^l SODO funxioai fluite e cDntinu* doUn x che rariano aoltrinlo 
f Ta ~ I e I. ... e li anuuIlaDO perlnAniti nlorl lacianall di 
^,(i|c=mlS>u:10. Gusendi) 4K 11 p«rioda reale di ooa fundone ellitica «u il cui modula 
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considerò al §. 109 si pu5 ora aggiungere che se f (y) per y^O 
almeno da una parte ha una discontinuità di seconda specie, la 
funzione f{x), se s è abbastanza grande, negli intomi di ogni 
punto razionale e quindi anche di ognì punto irrazionale farà un 
numero infinito di oscillazioni. E ae ^ (y) è continua anche per 
I/^O, e in ogni intorno di questo punto almeno da una parte fa 
nn numero infinito di oscillazioni, allora evidentemente si può 
dire che la funzione f(x) negli intorni di ogni punto razionale e 
quindi anche di ogni punto irrazionale farà pure un numero infi- 
nito di oscillazioni tutte le volte che per ogui punto razionale le 
variazioni che bÌ hanno per l'impiccolire di 5 neir ultimo termine 
della formola: 

, s / X « ? scnfif ~-\-3]-.\—f( seuM-ir ) 



n^ÒTt) 



+ ivtì±2 

sono sufficientemente grandi in confronto alle variazioni corri- 
spondenti del primo termine. 

In particolare poi si può dire che se la funzione f (y) soddisfa 
alle condizioni contenute nell'enunciato del teorema 4.° del para- 
grafo precedente e nel punto y^O ha la derivata infinita ma non 
determinata di segno, la funzione f{r) avrà nn massimo o un 
minimo in ogni punto razionale, e quindi nell'intorno di ogni 
punto farà un numero infinito di oscillazioni. 

Ufi, Mediante il principio della condensazione delle singola- 
rità possiomo ora colla massima facilità costruire funzioni dotate 
di rappresentazione analitica e che in ogni intervallo finito pre- 
sentano un nomerò infinito di singolarità relative alla continuità 
alla derivata o ai massimi e minimi. 

1." Prendiamo perciò dapprima per tpQ/) una funzione che per y 
positivo è uguale a y e per y negativo è uguale a — y. Questa 
funzione potrà considerarsi come i! valore del radicale Vi/' quando 
s'intende che il radicale è sempre preso positivamente, e quindi 
la fiinzione f(x) corrispondente sarà la seguente: 



f{') 



-w 



Ben*»!*!!; 



e questa pel teorema terzo del §. 114 sftrii finita e continua in 
tatti i punti e avrà una derivata finita e determinata ìn tutti i 
punti X irrazionali; ma non avrà derivata determinata per nessun 

punto razionale, e per ognuno di questi punti — il rapporto 

— ^^ j ^^^ col tendere di 5 a zero per valori positivi ten- 
derà verso un limite fluito e detcrminato ma dilTeteute da quello 
che ai otterrà facendo tendere ò a zero per valori negativi. 

2,° Prendiamo in secondo luogo ^(i/)^yseu(logy*). La fun- 
zione /"(i) corrispondente sarà la seguente: 

^seniiXKsen[log(sen'«aw)] 

e questa pel teorema 3.^ del §, 114 sarìt finita e continua in un 
intervallo qualunque, e avrà una derivata determinata e finita in 
tutti i punti irrazionali; ma, almeno quando s è abbastanza grande, 
non avrà derivata determinata in nessun punto razionale, e per 

f ({+>)- f(^ 

ognuno di questi punti — il rapporto - — -,- — ■ — — coU'im- 

piccolire di S sì a destra che a sinistra del punto stesso — oscillerà 
fra limiti finiti senza tendere verso verun limite determinato, 

3.° Prendasi ora ^{[/)=i/8eu-. La funzione f{x) corrispon- 
dente sarà la seguente: 



\8ennxB/ , 



e mentre per questa si pu5 ancora affermare (teor. 3.° del §. 114)-'fl 
che sarà sempre finita e continua e nei punti razionali non avrà f 
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l.jerirata determinata, non si può però dire nulla intorno alla sua 

P-derivata nei punti irrazionali, perchè in ijiiesto caso coU'avvi- 

cinarsi indefÌDitamente di ;/ a zero la derivata di 7 (,'/), sebbene 

sempre determinata e finita, finisce per prendere ■ anche valori 

numericamente maggiori di qualunque numero dato. 

4.° Prendasi 3(ì/):=(;/*)' ove p e q sono mmieri interi e posi- 
tivi e 2/)-<</, e si suppone che pel radicaie debba prenderai il 
B ?alore reale e positivo. La funzione f(x) corrispondente sarà la 
^k •^neute: 



nx)=2' 



(aen^njii) i 



» 



e questa sarà sempre finita e continua e avrà la derivata infinita 
e indeterminata di segno in tutti i ponti razionali (teor. 4." g. 114) 
e in qualunque intervallo finito farà un numero infinito di oscil- 
lazioni i§. 115_). Pei punti irrazionali poi non si può affermare 
nulla intomo alla derivata di questa funzione. 

5." Prendasi (p(y)^(y*)~;i~sen-, a essendo positivo e minore 

di uno. 

La funzione f(x) in questo caso sarà la seguente: 



fi")-!. 



^_ ^(sen*;w:jil s senf - 



^^ / 1 
s sen 



e poiché ora il rapport* 



^J 



coU'avvicinarsi di y a zero indefi- 



nitamente non resta sempre compreso fra limiti finiti e non ha 
per limite l'infinito, l'applicazione dei teoremi de! §, 114 ci per- 
metterà soltanto di dire che questa funzione f(j;) è sempre finita 
e continua. 

Però se si osserva che anche in questo caso {§. 113) sussiste 
ti» formula (4), e si può scrivere evidentemente: 



gy(±8ei»i[j^Tt)_ 



J^^^ 



:(p.8.)' 



tu? / 1 \ 

T (sen'nuSff) ; seni r- ) 



ove m indica un naniero intero determinato nel modo che indi- 
cammo al §. 113, basterà supporre 3>2 — a e applicare la for- 
mola (2) per giungere subito a trovare la seguente: 



g y(±eeDH;i.Sìr) 






ove k, K e le sono quantità numericainente minori di uno, e da 
questa si concludevi subito (§. Ilo) clie se s è abbastanza grande 
l'attuale funzione f{x) in un intervallo qualunque fa un numero 
intinito di oscillazioni, e nei punti raz'onali non ha derivata deter- 



minata; e negli stessi punti il rapporto 



/•(u, +s)-fM 



coir im- 



piccolire di S oscillerà continuamente fra limiti infinitamente 
grandi positivi e negativi, senza avere per limite neppure l'infinito. 



e.° Prendasi y(;/)= 
la seguente: 



-sen —, con 'f{0):=0. La fi 



J. 

Vsenn, 






/■w= 



ove per ^ razionale ^- devono lasciarsi i termini nei quali n è 

multiplo di [i; e questa sarà sempre numericamente Inferiore a un 

numero dato finito ^ , e in qualunque intervallo finito almeno 

quando s è maggiore di 2 sarà una funzione punteggiata discon- 
tinua che nello stesso intervallo fa soltanto un numero finito dì 
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BnUt maggiori di nn numero dato anche arbitrariamente piccolo t. 
■Inoltre questa funzione cbe è contimi» in tutti i punti irrazionali 
Ile discontinua dalle due parti di tutti i punti razionali ha tutte le 
B discontinuità di seconda specie (teor. I." §. 114), 

7.' Prendasi ora per 'f (f/) una funzione che fra zero e 1 (0 esci.) 
è aguale a 1, e fra e — 1 (zero ancora escluso) è uguale a — 1, 
e per y=0 è zero. 

Per questa funzione f{!/) a» pnò prendere p. es. (come è noto 
r dalla teoria della serie di Fourier) la serie trigonometrica ; 



4^sen(2M+l)^- 

pe a è poaitiyo e maggiore di uno, i 
locdente f{x) sarà la seguente: 






quindi la funzione eorri- 
ÌH+l)Jjaen(wa;j:)n 



2»+l J 

e questa pel teorema primo del §. 114 pei punti x irrazionali sarà 
continua e pei punti razionali - sarà discontinua, e le sue discon- 
tinuità saranno tutte discontiauità ordinarie dalle due parti del 
punto corrispondente. Inoltre questa funzione in ogni punto di 

, discontinuità -avrà il valore medio fraiduef^ — 1-0 ) efì --0 J, 
k i salti che essa farà dalle due parti di questi punti saranno 

1^1 . ... y , . 1 /, M«l 

-; \-z pei punti pei quali v e pan e a -- 1 — x — : y-- 

T quelli pei quali v è dispari (g. 100); e in ogni interrallo finito 
y numero dei punti in cui questi salti sono maggiori di un numero 
unalunque dato arbitrariamente piccolo t sarà sempre fluito. 

" Prendasi ora per !p(j/) il quadrato della funzione prece- 
, La funzione corrispondente f{x) sarà la seguente: 



f(x). 



w^ 



D;(2»+l)5»enCiu1i) h 



e questa in tutti i punti irrazionali sarà continua e arra sempre 

lo stesso valore '^—, e nei punti razionali sarà diacoutinua, e le 

1 " 
sue discontinuità saranno tutte di quelle che possono togliersi 
mutando il valore della funzione nel punto corrispondente. E i 

salti che essa farà in questi punti saranno uguali a -^^S^li f§- ^^^) 

[>.' , n' 

117. Farò ora notare che ai hanno anche molte altre funzioni 
punteggiate discontìnue delle quali si ha l'espressione analitica, e 
fra queste una delle più notevoli è la funzione di Rìemann: 

ove s è positivo e maggiore di uno e il simbolo {;ix) indica Io zero 
quando il prodotto }ix è intero o è nel mezzo a due numeri interi 
e negli altri casi indica la differenza positiva o negativa fra que- 
sto prodotto nx e il numero intero ad esso più vicino, per modo 
che si Ila sempre come risulta dalla teoria della serie di Fourier: 



'' 1 



.sen^wH-iJU 



Se si osserva infatti che la serie che rappresenta la funzione G(a;) 
è convergente in ugual grado in un intervallo qualunque (§. 93), 
e la funzione (nz) pei valori irrazionali dì J! e per quelli irrazio- 



lunque sia n, si vede subito (§. 97) che questa funzione G(:r) è 
sempre finita, e in tutti i punti irrazionali e in quelli razio- 
nali ,r — - il cui denominatore è diinari è anche continua. Invece 

in tutti i punti razionali _^ il cui denominators è pari si trova 

facilmente che questa funzione è discontinua dalle due parti, e le 
sue discontinuità sono discontinuità ordinarie. 

Se si osserva infatti che per ognuno di questi punti si ha: 



Grf)=s(!s), 




I 
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ore la somma del secondo membro deve estendersi a tutti i numeri 
interi che non sono multipli di in, si trova che : 



2Y^ 

le serie che qui compariscono sono convergenti in egual 
grado, la prima e la seconda evidentemente coli' impiccolire di 8 
tenderanno a zero (§. 94), e la terza tenderà verso la somma della 

serie + „— y^ yr, giacché i snoi termini (2«-j-l)[ ^ — f-8 Jii. 

coli' impiccolire indefinitamente di 5 per 5 positivo tendono evi- 
dentemente verso — ^ 9 1 s V^^ 5 negativo tendono invece verso -^ ; 
talché 31 pufi senz'altro concludere subito che: 

<i+'')-<i)=-|J:.|c2»TT)" 

ciò che mostra evidentemente quanto si è detto sopra, e mostra 
di più che il valore che ha la funzione atessa G (x) nei punti 

dì discontinuità;^ è il valore medio fra i due G|Tr-+0) e 
Of ij- — ), e i salti che essa fa in questi punti dalle due parti 

sono usuali a »— ;^7 n ■ , fri. talché in ogni intervallo finito esiste 

Boltanto nn numero finito di punti nei quali essa fìi salti maggiori 
di un numero dato -s. 



Inoltre siccome in tutti i punti x irrazionali e in quelli razio- 
nali ;; — 7-z pei quali il denominatore è dispari la funzione {ta) per 

2it+l 
qualunque valore di » ha una derivata determinata e uguale ad n, 

supponendo s>-2, e facendo intomo alla funzione \ («x) per 
ragionamenti simili a quelli che si fecero nel §. \\'^ 
-, si trova subito che 



intomo alla fuuzione^S)^^ — "- per x= 



2,1 fi 
la funzione G{x') ha anche una derivata finita e determinata che 

è la somma della serio J^ — ^| , e che quindi è la stessa in tutti quei 

punti. Pei punti irrazionali poi resta incerto se la funzione G(r) 
abbia o nì> una derivata determinata e finita. 

118, Trovo ora conveniente di aggiungere anche un esempio 
dato da Hiiulel di funzioni totalmente discontinue in un intervallo 
qualunque e per le quali si ha una espressione analitica. 

Preudiamo perei" la funzione 'c,(y) che per i/=0 è zero, e 
per y compreso fra e -(- 1 è uguale a +1, mentre per y com- 
preso fra e — 1 è uguale a — 1 , e che come già abbiamo detto 
nel §. 116 ha per espressione analitica: 

1(2/1+1)//^ 

positivo e maggiore di uno; e formiamo la serie 
1 

per s>l. 

ionali di x sarà sempre uguale 

I ^-7, mentre pei valori razionali di x sarà infinita perchè allora 

alcuni dei suoi termini sono infiniti e sono evidentemente tutti 
positivi; quindi la funzione: 



ove a è positivo e 

X«'[tp{sen«JTr)]' 

Questa serie pei valori ìj 



y ^ 

1 un intervallo qualunque sarà una funzione totalmente iliacon- 
tinun che pei valori irrazionati di x ù uji^ale a uno e jiei valori 
rvtionali è uguale a zero. 

E poi evidente che prendendo per 'f(i/) altre funzioni che 
soddisfacessero ancora alla condizione di essere zero per y^O, 
le formole analoghe alla precedente che allora si avrebbero, e 
quelle che ne risulterebbero aggiungendo ai secondi membri una 
fanzione continua qualunque f^(''), ci darebbero altri esempi di 
eapresaionl analitiche di funzioni che in un intervallo qualunque 
sono totalmente discontinue. 

Non tralasceremo di osservare che quest'ultimo esempio di 
funzioni totalmente discontinue dotate di rappresentazione anali- 
tica, e quello della funzione di Riemaun del paragrafo precedente 
possono riguardarsi come risultanti da una estensione del prin- 
cipio di condensazione delle singolarità; e noteremo inoltre che 
questo principio potrebbe evidentemente venire esteso, per for- 
mare espressioni analitiche di funzioni che abbiano infinite sin- 
golarità, anche secoudo procedimenti differenti da quelli esposti 
sopra, servendosi a tale uopo sia ancora delle serie, sia dei prodotti 
infiniti, delle frazioni contìnue ec. 

FanEioni che non hanno mal la derivata 
determinata e finita. 



119. Il principio della condensazione delle singolarità ci ha 
condotti a trovare un numero infinito di funzioni che sebbene 
singolarissima hanno pur non ostante un» espressione analitica, 
e finzioni che sebbene sempre finite, continue e dotate di una 
espressione analitica, non ammettono derivata u l'hanno infinita 
in un numero infinito di punti di qualunque intervallo finito. Altre 
dì queste ultime runzioni ai avranno in seguito applicando l'iute- 
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grazione per serie termiue a termine a alcune delle serie che col 
principio della condensazione delle singolarità abbiamo trovato 
che rappresentano funzioni che in qualunque intervallo finito 
hanno un numero inUnito di discontinuitii; quindi con questi risul- 
tati ai ha già abbastanza per potere asserire che sia ormai messo 
fuori di dubbio che la continuità di una funzione in tutto un iuter* 
vallo non è di per sé sola condizione sufficiente per la esistenza 
della derivata della funzione atessa neppure in generale. 

Si può perì) mostrare anche qualche cosa di pifi a conferma 
di questo fatto, poiché, mentre ciò clic precede ci dà soltanto 
delle funzioni che sebbene non ammettano derivata o l'abbiano 
infinita in un numero infinito di punti di qualunque intervallo, 
negli altri punti (che |sono pure in uimiero infinito) ammettono 
ancora una derivata finita e determinata, o almeno si è incerti 
sulla esistenza o nò della derivata stessa, si possono costruire 
anche altre funzioni che, sebbene |sempre finite e continue, non 
anunettono mai una derivata determinata e finita in nessun punto 
di qualunque intervallo, o tutt' al più hanno una derivata che ia 
alcuni punti è infinita e determinata di segno, e in tutti gli altri 
(in numero infinito) è infinita e indeterminata di segno. 

120. Prendiamo perciò a considerare una serie -Hn(j^) ove le 
Un{x) sono funzioni che, oltre essere finite e continue in tutto un 
intervallo {a, li), ammettono sempre una derivata determinata e 
finita (finché n è finito), e sono tali che la serie stessa l"„(t-) è 
convergente per tutti i valori di ifta a e b, e rappresenta una 
funzione di x finita e continua f(x). Inoltre ognuna di queste 
funzioni Mn(-c) ammetta nell' inttsrvallo (n, b) dei massiniì e minimi 
il cui numero, sebbeue sempre fiuito, vada crescendo indefinita- 
mente col crescere di h, e m modo che a partire da un certo valore 
di » essi si succedano a intervalli minori di qualunque quantità 
data in tutto l' intervallo (a, b); sarà facile allora di vedere eh© 
quando siano soddisfatte certe altre condizioni semplici, la serie 
Ì.u„(x) rappresenterà una funzione di .v che sebbene finita e con- 
tinua non avrà mai una derivata finita e determinata in tutto 
r intervallo (o, h). 

S'indichi infatti con H„,(t) il resto 2i(„(.r) della serie data 
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1 T&lore X della variabile, e con h'„ il masaimo valore'assoluto 
Ijllella derivata u'„(j-) Ai u„(^) nell'intervallo (ii, b), o Ìl limite 
e dei §uoi valori assoluti; allora per un punto x' qualuti- 
|ne tr» a e b si avrù : 

r'+A )-/'(^') _"^' »..(j'+A)-»H(. r') , uU^'-ì-k)-u^ix-) , 
~^ h ~^ h ~^ 

^ k 



I anche: 



=V2«'"+ 



j, ^H —1. 



essendo Ann numero positivo o negativo sofficientemente piccolo, 

tS l)„ un numero compreso fra — lei cte dipende da m, da x' 
B da A. 
Sì consideri ora uu piccolo intomo (r' — ft,, -c'+Aj) del pun- 
to x'. In questo intorno, quando m è abbastanza grande, cadranno 
Htnpre alcuni massimi e minimi di Vm(^)', quindi se ai ià variare h 
in modo che x'-\-k resti nell'intorno stesso {a destra o a sinistra 
di x'), la diflerenza tim(x'+h)-ii«{x') farà anch'essa alcune oscil- 
lazìoui, e quando x'-\-h venga a corrispondere al primo massimo 
di Um[x) che succede a x' o altrimenti quando venga a corrispon- 
dere al primo minimo pure successivo a x' a destra o a sinistra, 
la differenza etessa in valore assoluto non sarà mai inferiore 

", ^sendo D_ la minima delle varie oscillazioni che h„(-i) ta 

air intervallo (a, b). 

Prendasi ora h in modo che x'-^k cada a destra o a sinistra 
lì x' in questo primo punto di massimo o di minimo di ttm{x) che 
:«de a x' per modo che si abbia in valore assoluto: 

\JÌ!B'+k)~uJx'yp^-^: allora se dm è la massima distanza fra un 

wimo e minimo successivo di tim {x), sarà numericamente 
C![2Sm, e quindi h, per »i abbastanza grande, sarà piccolo quanto 
\ TDole e a'-f-A cadrà nell'intorno che si considera di .v\ e si 
i inoltre: 
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di «„ non dipende da quello di A, il rapporto stesBo ^— — 

o non avrà verun limite o da una parte avrìi per limite -f~ '^ ^ 
dall'altra — co, e se il segno di o„. dipenderà da h allora potrà 
in alcuni punti aver per limite l'infinito collo stesso segno si a 
destra che a sinistra, ma in altri punti in numero infinito (non 

e mai un limite determinato e finito) 



fcHO-A') . 



potendo 

dovrà (§. 71) non tendere verso alcun limite senza neppure potere 
aver per limite da una parte -j-co e dall'altra ~x . 

121. Per questi risultati si può adunque evidentemente asserire 
ohe; "quando i termini w„(j;) della serie ^««(j;), oltre essere fun- 
' zioni finite e continue nell'intervallo («, b) e ammettere una 

* derivata prima determinata e finita finché n è finito, sono tali 

* altresì che la somma della serie sia una funzione finita e continua 
,* f{x) di n nello stesso intervallo, questa funzione sebbene sempre 

* finita e continua non avrà mai una derivata determinata e finita, 
" e tutt' al più questa derivata potrà essere in alcuni punti infinita 

* e determinata di segno e in altri (in numero intìuito) esaere 
' infinita e indeterminata di segno, tntte le volte che si verifi- 

* chino le condizioni seguenti: 

'1.° Che i termini H«(,i) nell'intervallo («, l>) ammettano 

* dei massimi e minimi il cui numero, sebbene sempre finito, vada 

* crescendo indefinitamente con v, e in modo che a partire da un 
' conveniente valore di n questi massimi e minimi si succedano 

* sempre in tutto l'intervallo («, h) a distanze minori di qualunque 

* quantità data. 

' 2.* Che se 5. è la massima distanza fra un massimo e un 
" minimo successivi di u„(x), e D. èia minima delle varie oscilla- 

" zioni che tt^{x) fh nell'intervallo («, 6), la quantità _^ abbia per 

" lìmite zero per »» ^= ce, 

■ 3.° Che il prodotto j-' Yk'i., ove le «'« sono i massimi 

' ira i valori assoluti delle derivate di ujx) nell'intervallo (a, b) 
' o i limiti superiori di questi valori, col crescere indefinito dì m si 
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per limite l'infinito, w'_ non tenderà a zero, e [jerciò la aerie Sk'„ 
sarà divergente (•). 

Per qneata circostanza il fattore V «'.i che comparisce nel 

primo termine della quantità fra parentesi delle due formule pre- 
cedenti crescerà indefinitamente con i/i; però il prodotto 

fr^ 2 «'», come a fortiori anche l' altro ~ ]£ '*'«. potranno be- 
nissimo avere per limite una (quantità finita o almeno non pren- 
dere valori superiori a una data quantità finita. 

43 ■■"' 
Ora se (pieato prodotto ^:^ \ u\, o almeno il valore assolato 



D. 



2 A". 



I duir altro %^ \« Bi si manterrà sempre inferiore all'unità più dì 

i quantità finita, e qualunque sia x e il segno (li h, per tutti 
I o per alcnni valori di m superiori ad un dato numero arbitraria- 
mente grande, a_ avrà sempre lo stesso segno di R„(a:'+A)-R„(x'); 
I o almeno se, esistendo un limite superiore fìnUo dei valori di 
B,^{x'~\-h) — ^Jix") pei vani valori dì x' quando h è scelto nel 
modo indicato sopra, e essendo 2R ., questo limite superiore o 

un numero maggiore, la quantità -^ \ u\-\ — y-^, o anche sol- 

1 2A''^' 4R' 

■ tanto l'altra p~ ^«i+fT^. ove k' è il valore assoluto di /i, 

I BÌ manterrà sempre inferiore ad uno più di una quantità finita, 

\ allora evidentemente ' i P^^ A=:+0 non potrà mai 

I avere un limite determinato e finito ; ma anzi, quando il segno 



(*) Volendo col meiio di serie costrnire delle ruuxioDi £■■■(;£) cbe ddd biono 
ki derìnta In tatto un Jot«rT*UD Anito (a, h), e» necossario porre la condiiions 
B Ut «erìe £ h', fosse direrginte, perchè iltrìmenti !■ serie Z n', mrebbe stiti 

■ «ooTergente io ugual srido fra a e A, a mrebhe venuto applicabile il teoremi del §. 105. 

^Qui peri questa condizione si tram inclusa, «uie ■bbiaiiio tUto. ndl'ultm che lo 



I l'Infiniti). 



r limiti- : 
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di a» non dipende da quello di h, il rapporto stesso - 



o non avrà verun limite o da una parte avrà per limite -|- tx e 
dair altra — oc, e se il segno di a, dipenderà da h allora potrà 
in alcuni punti aver per limite l'infinito collo stesso segno ai a 
destra che a sinistra, ma in altri punti in numero infinito (non 



potendo - 



- avere mai un limite determinato e finito) 



dovrà (§. 71) non tendere verso alcun limite senza neppure potere 
aver per limite da una parte -j"^ e dall'altra — x> . 

121. Per questi risultati si può adunque evidentemente asserire 
ohe: "quando i termini u„{x) della serie Ziini-^-'ìt oltre essere fun- 
zioni Suite e continue nell'intervallo (ri, b) e ammettere una 
derivata prima determinata e finita finché n è finito, sono tali 
altresì che la somma della serie sia una funzione finita e continua 
f{x) di X nello stesso intervallo, questa funzione sebbene sempre 
finita e continua non avrti mai una derivata determinata e finita, 
e tutt' al più questa derivata potrà essere in alcimi punti infinita 
e determinata di se^no e in altri (in numero infinito) essere 
infinita e indeterminata di segiio, tutte le volte che si verifi- 
chino le condizioni seguenti: 

'1.° Che i termini «„(.c) nell'intervallo (d, b) ammettano 
dei massiTni e minimi il cui numero, sebbene sempre finito, vada 
crescendo indefinitamente con w, e in modo che a partire da un 
conveniente valore di n quasti massimi e minimi si succedano 
sempre in tutto l'intervallo (a, h) a distanze minori di quahmque 
quantità data. 

' 2.* Che se £. è la massima distanza fra un massimo o un 
minimo successivi di H_(a;), e D^ è la minima delle varie oacilla- 

zioni che wj(x) fa nell' intervallo (a, 6), la quantità j~ abbia per 
limite zero per m = oc. 

45.*-' 
" 3." Che il prodotto j^ 2** "' "'^ '® ** " ^'"'*' ' massimi 

fra i valori assoluti delle derivate di u«(j;) nell'intervallo (a, () 
i limiti superiori di questi valori, col crescere indefinito di m si 




I 
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P manteoga sempre inlerìore alla unità più di una quautità Snita, 
f e nello atesso tempo, per tiitti o per alcuni valori di iii maggiori 
fejdi un dato numero arbitrariamente grande in', la differenza 
$i,(x'-\-k) — w„(j;'), qualunque sia a;', abbia lo stesflo segno di 
r R^{y-\-h) — R.(j;'), quando A è scelto in modo che x'4/( cada nel 
' primo punto di massimo o di minimo di '(«(J*) che succede a x' a 
'destra e & sinistra per modo die si abbia in valore assoluto 

*_(j-'4-/i)-"-(-'^')^-n^: o almeno, se quest'ultima particolarità 

jDon si verifica o si è incerti, esista un limite superiore finito pei 

valori assoluti di R„(j.'-i-A)-R_(r') corrispondenti ai varii valori 

dì 2^' e di />, quando h è scelto nel modo indicato, e essendo 2Ii „ 

* questo limite superiore o im uumero maggiore, la qmtutitn: 

I ' ttS "'""'"'Ti" *' nianleuga sempre numericamente inferiore 

Vali' unità più di una quantità finita ■. 

t E si può notare che in questa condizione 3." alla quantità 

j» "•— 1 o/i' — i 

^ y (('„ si potrà sostituire l'altra "r- V „-^ ove h' è il valore 

^soluto di k che spesso si potrà prendere inferiore a 2S_ ; e in 
liarticolare quando il valore medio fra ogni massimo e minimo 
cousecntivi di w_(jr) sia nel punto di mezzo dell'intervallo corri- 
spondente al detto massimo e minimo, per A' ai potrà sempre porre 

^ j«, sostituendo così nella condizione precedente alla quautità 






, l'altra 5~ V m 



Xei casi speciali poi questa condizione potrà ridursi talvolta 
anche meno restrittiva. 

122. Inoltre si può notare che se sono soddisfatte le condizioni 

ora indicate e se (come accade p. es. quando i massimi di uji') 

sono tutti eguali fra loro e cosi pure i minimi) il segno di 

uJ^x'-\-h) — w_(i') quando A è scelto nel modo indicato non dipende 

■^ h, la derivata della nostra funzione /(,«') non potrà mai neppure 

sere infinita e determinata di segno, ma o non esisterà affatto 



h 

o non avrà verun limite o da una parte avrà per limite -f- '* e 
dall'altra — co, e se Ìl segno di a. dipenderà da A allora potrà 
in alcuni punti aver per limite l' infinito collo stesso seguo si a 
destra che a ainiatra, ma in altri punti in numero infinito (non 

potendo- — -• — ■ — avere mai un limite determinato e finito) 

dovrà (g. 71) non tendere verso alcun limite senza neppure potere 
aver per limite da una parte -\-co e dall'altra — x . 

121, Per questi risultati si può adunque evidentemente asserire 
che: "quando i termini Un{jf) della serie ^((^(.j;), oltre essere fiin- 

* zioni fluite e continue nell'intervallo (n, b) e ammettere una 
' derivata prima determinata e finita finche « è finito, sono tali 
" altresì che la somma della serie sia una funzione finita e continua 
' f(x) di X nello stesso intervallo, questa funzione sebbene sempre 

* finita e continua non avrà mai una derivata determinata e finita, 
" e tutt' al più questa derivata potrà essere in alcuni punti infinita 
' e determinata di segno e in altri (in numero infinito) essere 
" infinita e indeterminata di segno, tutte le volte che si verifi- 

* chino le condizioni seguenti: 

• 1." Che i termini ii„{£) nell'intervallo (a, li) ammettano 
' dei massimi e minimi il cui numero, sebbene sempre finito, vada 

* crescendo indefinitamente con », e in modo che a partire da un 

* conveniente valore di it questi massimi e minimi si succedano 
' sempre in tutto l' intervallo («, b) a distanze minori di qualunque 

* quantità data. 

* 2.* Che se fi„ è la massima distanza fra un massimo e un 
" minimo successivi di ì(„{x), e D„ è la minima delle varie oscilla- 

" zioni che w„(a) !ìi nell'intervallo (a, b), la quantità ^- abbia per 

" lìmite zero per m:= oc . 

■ 3.° Che il prodotto j- V»'», ove le u'n sono i massimi 

* fra i valori assoluti delle derivate di m„(j) nell'intervallo (a, b) 
" o i limiti superiori di questi valori, col crescere indefinito di m si 




ì 
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' luanienga sempre inferiore alla unità più di una quantità finita, 
^ e nello stesso tempo, per tutti o per alcuni valori di m maggiori 

* di un dato numero arbitrariamente grande in, la difTeren^a 

* u.{x'-\-h) — ««(.r'), qualunque sia a:', abbia lo stesso segno di 
■ R.(-'-"'+/i) — R»{j?'). quando b è scelto in modo che j.'4A cada nel 

• primo punto di massimo o dì minimo di h,(j') che succede a -t' a 
' destra e a sinistra per modo che si abbia in valore assoluto 

' «_(j^-f /0-"-(c')>-^; o almeno, se quest'ultima particolarità 

-" non si verifica o si è incerti, esista un limite superiore finito pei 
" valori assoluti di R_(^'+/()-R_( t') corrispondenti ai vani valori 
' di -e' e di A, quando h è scelto uel modo indicato, e essendo 2B',. 

• questo limite superiore o un numero maggiore, la quautitji: 

• rr^2 " ""'" tT^ *' mantenga sempre numericamente inferiore 

* all'unità più di una quantità iìnita .. 

E si può notare che in questa condizione 3.* alla quantità 



_- V «',, si potrà sostituire l'altra 
D.T* 



0„ 



, ove II è il valore 



assolnto dì h che spesso si potrà prendere inferiore a 25„; e in 
particolare quando il valore medio fra ogni massimo e minimo 
consecutivi di m„(j) aia nel punto di mejizo dell'intervallo corri- 
spondente al detto massimo e minimo, per /*' si potrà sempre porre 

^ 8., sostituendo così nella condizione precedente alla quantità 



^■^..•..■aH™i^"|',, 



Nei casi speciali poi questa condizione potrà ridursi talvolta 
anche meno restrittiva, 

122. Inoltre si può notare che se sono soddisfatte le condizioni 
ora indicate e se (come accade p. es. quando i massimi di ujx) 
sono tutti eguali fra loro e cosi pure i minimi) il segno di 
«■(j^'+'O — ».(^ ) quando b è scelto nel modo indicato non dipende 
da A, la derivata della nostra funzione f(.v) non potrà mai neppure 
essere infinita e deteruiiiiativ di segno, ma o uon esisterà affatto 



I»erchè il rapporto 



/■(y+tj-fw 



prender» contìnaamente valori 



poBÌtivi e valori negativi o almeno oscillerà continuamente tanto 
per A positivo che per h negativo, o tutto al più potrà essere +30 
da una parte e — od dall'altra. E se per ogni valore di ,v-' esiste- 
ranno dei valori di »t pei quali «„ o «.(.r -|-/i) — ^«.{.r ) sia positivo, 
e altri pei rjuali invece sia negativo quando h ha uno stesso segno 



positivo o negativo, allora il rapporto 



A ^'-\-h)~A-^-) 



coir 



impic- 



colire di h per valori positivi o per valori negativi oscillerà conti- 
nuamente fra limiti arbitrariamente grandi positivi e negativi, b 
la derivata di f{:i:) non potrà mai riguardarsi neppure come inlinita 
e determinata o nò di segno, ma dovrà riguardarsi come non 
esistente affatto. 

123. Daremo poi degli esempi speciali di funzioni che in con- 
seguenza di ciò che abbiamo esposto non ammettono mai una 
derivata determinata e finita in qualunque punto di un inter- 
vallo dato. 

Ora vogliamo dare anche un altro teorema del genere dì 
quello sopra enunciato, che in parte si trova in esso compreso, 
e in parte nò. 

Ànuuettiamo perciò che le funzioni t'n('^) che comparìscono 
nella serie ^((«(^c), oltre a soddisfare alle condizioni poste in prin- 
cipio del §. 120, ammettano anche una derivata seconda finita e 
determinata (finche n è finito) in tutto l' intervallo (a, b). Allora 



"•'-•+";.-"-'^''' ="-w+-2''--'-'+^>- 



essendo % un mmiero compreso fra e 1 che dipende da » da ^c* 
e da A; e quindi Karfi: 






^«■.(j:')+'i^,.-.k-+WH 



K.(.i;'+t)-R.(i') 



_ ■i.(x+M-i..( i') 



■ ee ti'n ^ il masBimo valore assoluto o il limite superiore dei 
Talori ossolnti di «'«(.e) nell" intervallo (<(, h), sì potrà atiche 



''+!') -fK) 



-ì 



"*" h 



Mendo i]„ un numero compreso fra — 1 e 1. 
Similmente i>er mi ultro valore A, di fi si 



^■+h,)~f(M' )__\ 



1 e 1, e quindi 



" essendo t,'. una miovs quantità compresa fra 
sarà: 



A '^1 ' ~ 



+ 



A--1 , R.(j^'+k)-B,Jx') , 

"a-f "^ A ■*" 

A,--' R,(y+/.,)-R>-) 

2^""^" A, + 

« .(a:'+A)-«.{a;') tUj:'+/.,)-».(^0 
A. 
Si supponga ora che quando t passa da a a 6, essendo n<C6, 
l'i massimi di !i_(^') che successivamente s'incontrano siano tutti 
I nguali o almeno non vadano diminuendo, e i minimi invece siano 
E pure tutti uguali o almeno non vadano crascendo. 

Allora se per A si prende il valore positivo clie fa cadere 
I ic'-\-h nel primo massimo o minimo di h.(.i') che succede a i ', 

■ come si fece al §. 120, e per A, si prende invece il valore mag- 
l'fpore di A che la cadere .i:'-\-hf nel minimo o nel massimo che 
I succede a x'-\-h, la differenza u,{.t;'-\-hf)—uJj:') sarà zero o sarà 
■Tdi segno contrario all'altra u„(x' -{-h) — hJ^.v'); e quindi indicando 

1 D'„ la massima delle oscillazioni che & ".(JÌ) nell'intervallo 

■ (n, b), si avrà: 



i..(..r'-|-A)-.i.(.e) «JJ-+h,)-u.{x')_ 






2;.i)'._ 



=-4('+--^) 



essendo e, e e'_ quantitJi ])OsitivG compresa fra e 1, e a„ e 7. 
KTeado i significati dei parogrtifì precedeiiti ; e quiodi si potrà 
Bcrivere : 



'=Ii-!'^^vV.+ 



, ». R.(j!-+/.)-R.(.c') 



».i'-"'rv'„ 

1. D.4" 






e essendo h<Ch^ ai avrà anche: 



«.I.D.i . /.(/i+J,)-^' . 



'^'- 



+2a.s' 






, lt.fa'+ft.)-B.(j:') ,,,,.. D', 



essendo tj', una quantità compresa fra — 1 e 1 e e"™ e è", quan- 
tità compreso fra 1. 

Ammettiamo ora die i massimi e minimi di u.(x), oltre a 
soddisfare alla condizione posta sopra rispetto ai loro valori, sì 

succedano con tale rapidità che il rapporto .y col crescere dì m 

prenda soltanto valori che non vanno a! di là di un numero finito, 
e osserviamo che ciò che si dice per k e Aj positivi può ripetersi 
per A e A, negativi ; si vedrà subito (come nei casi considerati nei 
paragrafi precedenti) che, in questa ipotesi, se avviene che per tutti 
j>er alcuni valori di m superiori a un numero arbitrariamente 
grande i valori scelti di A e /i, facciano acquistare alle diifereiuw 
R,(j:'-\-h)~R.{.c), e R_(^'+A,ì - R„(r-) segni eguali e con- 
trarli i-espett iva mente a quello di«„(.T'-f/(} — ;*„(,r') (o di ot^), allora 
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all'unità più di una quantità finita, perchè in valore assoluto 

/ i;f+/,) -/ ■(.,■■) f(x'+ft,)~fl x') 



j basterà che il prodotto 



mantenga 



la differenza - 



non scenda al 



I 



disotto di un certo limite; e quindi, poiché per m abbastanza 
grande .v'-\'li, e ^'-^hf vengono a cadere in un intomo piccolo 
qnanto si vuole di ,/', basterii il verificarsi di queste circo- 
stanze (§. 22) per potere concludere che f(.c) nel punto qua- 
lunque js' non ammette una derivata determinata e finita. Lo 
stesso poi accadni anche se non sono soddisfatte le condizioni 
che ora abbiamo date rispetto ai segni di una o di tutte e due 
le differenze R.{,c'+/i)— Il,(a-'), R.(.r'-f A,)— R.(,r) quando h 
e A, sono scelti nel modo indicato, purché allora esista ui) limite 
superiore finito dei valori assoluti di queste differenze poi varii 
Talori di x' di he di A„ e esseodo 2R'„ questo limite superiore o un 

numero maggiore, la quantità — jr — - \ '♦ "+*■' p~ con /^2 o 

t^i si mantenga inferiore alla unità pifi di una quantità finita; 
talché in tutti questi casi la derivata di f{.v), non essendo mai 
finita e determinata, potrà in alcuni punti essere infinita e deter- 
minata di segno, ma in altri, tn nimiero infinito, dovrà non esi- 
stere affatto o tutt'al più essere infinita e indeterminata di segno, 
E si pnii notare che ondo non esista una derivata deterrai- 
nata e finita dì f(j:) basterà che le condizioni ora indiente rispetto 

■Ile quantità -^^^—^ >, m „. o "• ' — L >^ „ ^^2t =-^ siano sotl- 

£s{!atte quando in esse per h si pone 2ò_ e per A, si pone 35_; e 
:Be come ai disse in fine del §. 121 il valore medio fra ogni massimo 
e minimo consecutivi di u^{j:) cade nel mezzo dell'intervallo 
ipondento allo stesso massimo e minimo, per h si potrìt 

5^3. e per A, si potrà porre ^8., riducendo così le quantità 



62>. 






.+2<T 
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Nei casi speciali poi questa condizione potrò talvolta rSursi 
anche meno restrittiva. 

124. Facciamo ora alcune applicazioni dei rìsultat! precedenti. 

Prendasi ttJ^x)^a^VH{bn'£), ove le «„ sono costanti tali che 
la serie -a'„ dei loro valori assoluti a'„ sìa convergente, le &„ 
sono quantità positive che crescono indefinitamente con n e per 
modo che il prodotto a^b^ non abbia per limite zero per h=3D ,e 
Ifi "«(y) sono funzioni finite tali che per tutti i valori di y le loro 
derivate v'n(y), ^'^{ij) non superano mai in valore assoluto una 
quantità finita A, e i loro massimi e minimi sono uguali ale 
a — L e si succedono a distanze fisse dn sempi-c minori di una 
data quantità finita per qualsiasi valore di n. 

Allora le funzioni Hh(x) avranno i massimi e mìnimi alle 

distanze r-i e secondo le notazioni dei paragrafi precedenti si 



bn 



avrà S_= 



=2a ,, e la serie SM„(i)=iXa„v„(6„T) Bara con- 



vergente in ugual ^ado iu qualunque intervallo, e quindi rap- 
presenterà una funzione finita e continua di x per qualsiasi valore 
dU(§.98). 

Inoltre per questa serie si avrà, sempre in valore assoluto, 
R.(x')<R'», R,(a;-|-A; — R.(j;')<2E',, essendo R'. il resto 

X a'» della serie -a'„; quindi, per quanto si trovò nei paragrafi 

precedenti, si può asserire che la funzione ^a^Vnif/Hx) non avrà 
mai una derivata determinata e finita, e tutt'al più questa deri- 
vata sarà infinita ma sempre indeterminata dì segno (§. 122), 
tutte le volte che ai avrà lini «'„ 6_ = » e: 



(2) 






per qualunque valore di in e anche al limite per m-Xi ; e aìinit- 
mente la stessa funzione non avrà mai una derivata determinata 
e finita quando il prodotto a„&„ sarà qualunque senza però avere 
per limite zero, e si avrà : 



e se i valori medi fra, i massimi e minimi consecutivi di v„(ij) 
cadranno nel mezzo dell'intervallo d^ corrispondente, a queste 
condizioni si potranno sostituire le altre: 



2o'.6.Y 



(5) 






4R'. 



'r^<l. 



dovendo insieme alla prima di queste condizioni il prodotto a'Ji^ 
aver per limite l'infinito per m=oo, e insieme alla seconda 
potendo il prodotto ntesso a',&. essere qualunque purché però il 
suo limite, se esiste, sia diverso dn zero; e in questo secondo 
caso per la fonnola ( 1) si vedrebbe pure facilmente cbo In seconda 
di queste condizioni può anche rendersi meno restrittiva col 
ridurla all'altra : 



■ (6) 



Osserviamo infine che, siccome sì ha : 



ft«..(.f'+A) = 



i-(-«'+A) . 



se a partire da un certo valore di « le quantità d„ sono costanti 

e uguali a (/, e i rapporti -v— per s^O sono immeri interi dispari 

e tntte le funzioni r„(j:) hanno i loro massimi e minimi ne! punti 
0, ±(l, ±2d, ±3d,..., basterà che b^(x'-\-h) corrisponda a un 
tnassiino o a un minimo di ''«(y) perchè 6»^ {x'-{-h) corrisponda 
pure a un massimo o a un minimo res petti vamente di vm^{!/); e 
quindi allora, se si ammette anche che le quantità a» a partire da 
oa certo valore di » siano tutte positive, la differenza: 



R-(-*^'+'')— R-('^')=2,''' 



'^.[l>.U'+h)]-v..{ì...x-)\ 
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sarà nulla o avrà lo stesso segno di uJ^x'-\-h) — u^(x% mentre 
l'altra differenza B,^(x'-\-h^) — R»(d?') che si considerò nel §. 123 
avrà segno contrario, e perciò in questo caso in cui, almeno a 
partire da un certo valore di n, le an sono positive e i quozienti 

•^ per s'^0 sono numeri interi dispari e le dn sono costanti 
àn 

e uguali a d, le condizioni (2) e (3)8Ì riducono respettivamente alle 
altre più semplici: 

e le (4) e (5) si riducono alle altre: 

m— 1 o A jS «•— 1 



3 M 



2 a. 6, 



\a^K<l, ^"^a'H6«<l. 



Le stesse condizioni poi si avranno anche quando i massimi 

13 5 

e i minimi di Vn{y) sono nei punti ± s"^i i o^i ± s" ^v* P^^" 

che allora i rapporti -^, oltre essere numeri interi dispari, siano 

della forma 4p«+l essendo p» un numero intero. 

125. E cosi, in particolare, supponendo an=±(i**^ bn=b^ 

con a positivo e minore di uno, e b positivo e maggiore di imo, 

si vede subito di qui che se le funzioni Vn{'f) hanno i loro massimi 

e minimi nei punti 0, ± rf, ± 2c/, ± 3rf ,...., e i valori medii di 

Vn(y) fra questi massimi e minimi consecutivi sono nei punti 

13 5 

± ^, ± o ^' — pd ,...., e se inoltre ft è un numero intero dispari, 

e si ha: 

(7) a6>l-f |Ad, o a6«>l+3A(?, 

essendo nel primo caso a6>l e nel secondo aJ>l, si può assicu- 
rare che la serie la^Vn{b*'x) rappresenterà una funzione di x finita 
e continua che non avrà mai una derivata determinata e finita 
in nessun punto, e nel primo caso questa derivata non potrà i?ì rì 
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neppure essere infinita e determinata di segno. Lo stesso poi e 
negli stessi cosi accadrà quando i massimi e i minimi di Vn(y) 

saranno nei punti ± -rf, ± ^rf, ± «fZ,... e i valori medi saranno 

nei punti 0, ± rf, ± 2^/ , . . . . , se i, oltre essere un numerodispari, 
sarà della fonua 4/>+l- 

Similmente poi, osservando che quando an=±(i*^^ si ha 

ir»= . - - , si potrà anche asserire che nel caso di b positivo ma qua- 

Innque, come anche nel caso che, essendo ancora b numero dispari, 

i massimi e minimi di r„(y) non siano nei punti 0, ±d, ± 2d,... 

1 3 

nei punti ± ?^rf, ± ^rf, . . . , e in generale quando non si rientri 

in uno dei axai precedenti, la serie X±a**v„(i**a:) rappresenterà 
ancora una funzione di x che, sebbene sempre finita e continua, 
non avrà mai una derivata determinata e finita, tutte le volte che 
sia soddisfatta T una o l'altra delle due condizioni seguenti: 

ab-l 1-u ab'-l ' 1-a 

con aJ>l quando si ha la prima condizione, e oft^l quando si 
ha la seconda; e se i soliti valori medj di Vn{y) saranno nei punti 
di mezzo degli intervalli compresi fra un massimo e un minimo 
consecutivi, allora a queste condizioni si potranno anche sostituire 
le altre: 

^•' 2ab-\^l-a ^^' «frM^^ 5 1-a^^' 

e quando sia soddisfatta la prima di queste ultime condizioni o 
la prima delle due precedenti si potrà anche asserire che la nostra 
serie non potrà aver mai neppure una derivata infinita e deter- 
minata di sogno in nessun punto. 

K si può notare che evidentemente insieme alle condizioni (7) 






dovrà essere lt^l-\- ^^Xd, o /r;>l"[-3AeP, perchè a<Cl» e insieme 
alle prime delle condizioni (8) o (0) si dovrà avere a<Coi mentre 
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insieme alla seconda delle (S) si dovrà avere a<Cp^, e insieme alla 

o 

5 
seconda delle (9) basterà invece che sia «<òì« 

126. Più particolannente ancora, prendendo t?„(//) = cx)s i/, 
o !?n(y)=sen?/, si trova che la serie Sa*'cosA"-c considerata già dal 
signor Du Bois Reymond rappresenta una funzione di x che, 
sebbene sempre finita e continua, non ha mai una derivata deter- 
minata e finita tutte le volte che h è un numero intero disparì, e 

3 
a&>l+-;r, o aft^>l-f-3;r^, con aft>l nel primo caso e ai^l 

nel secondo; e lo stesso accade nei medesimi casi per la serie 

So"sen6**.r se b oltre essere un numero dispari è della forma 

4:p-[-\, — Inoltre nel u^huo di questi casi (quello cioè in cui 

3 
ai>l-f-^7r) la derivata della nostra funzione non potrà mai 

neppure essere infinita e determinata di segno, ma dovrà o essere 
infinita e indeterminata di segno in ogni punto o non esistere 
affatto. 

E similmente; anche se non si rientra in questi casi, le serie 
S±a"cosi"a-, i-±f/"seni"j; sebbene rappresentino funzioni di x 
finite e continue non avranno mai una derivata determinata e 
finita, tutte le volte che sarà : 

im~T\ + 1 " <1 » ovvero i> U+ - — ^-^ , con rift>l , 
o: 



«^ -1 -> 1-^ • \ (i \ o-2ìa 

ciò che porta che nel primo caso sia («C\y » © nel secondo sia 

ó 



5 



invece ^«Coì • 

Più particolarmente ancora, prendendo per esempio 6=7 con 

a>s.| 1 + ^r ». ovvero: r/>0. 82. e prendendo h=9 con: 

IV 2 y 



— IG3 — 



a>^( l+rt^r ), ovvero: rt>0, 64, si potrii dire che le serie: 



00 oc 



lO^cosTV,^ a"cos9".r, 2a**sen9"-P rappresentano funzioni fli .r, 

ohe sebbene sempre finite e continue, non lianno mai una derivata 
determinata e finita, o infinita e determinata di segno. 

Prendendo ft=31. o =33,... con (i = ,, siccome allora è 

soddisfatta la condizione «i^>l-f-3;:-, e ai=l, si conclude che 

le serie: ^g^cos(3lV), ^ 3|-cos(33"aO, ^ì^qu flen(33V), . . . 

non hanno mai una derivata determinata e finita, ce 

Condizioni analoghe si avrebbero per la non esistenza delle 
derivate delle funzioni: 

VaHC08*''-**é„;r, ^ansen^^'.+'in-r , yanm-^^'-^bnX, V(/„on-''-^V>„r,..., 

ove sn e cn rappresentano le funzioni ellittiche seno e coseno 

amplitudine quando il loro modulo è reale e minore di uno ec. 

127. Torniamo ora a considerare la serie generale Xf/„r,4(/>i».r), 

limitandosi però per semplicità al caso in cui le a,» sono tutte 

positive, i massimi e minimi di r,i(y) sono nei punti 0, ± r/, ±2(/,... 

1 3 T) 

o sono nei punti ± -.^ (/, ± -rt/, ± ]^t/, .... e i soliti valori medi 

i^ U hJ 

1 '^ 

sono nei punti ± -(/, ±*^rf, ... o nei punti 0, ±(/, ±2(7, ...., e da 

un certo valore di n in poi i rapporti y - sono numeri dispari 

qualunque o della forma Apg-^X. 
Allora, ponendo: 



• 

ÌM-I 



1 1 



. — , con f/= 1 , o =2 , 

se a partire da un certo valore di /n, c,^ per (/=1 sarà superiore 

3 
a ,yArf, e per q=2 sarà «nperiore a 3A^/^, la funzione lanVn{bn^) 
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per q=2 non avrà mai una derivata determinata e finita, e per 
g=l questa derivata oltre a non essere mai determinata e finita 
non potrà mai neppure essere infinita e determinata di segno. 
Ora, per w>^2, dalla posizione precedente si ha: 

quindi sarà: 



--"-('+a="^- 



e da questa, cangiando w in m — 1, m— 2,... 2 e poi moltipli- 
cando, si otterrà la formola seguente: 

(10) rt.fc^.=(H-o^) (1+Ca) . . . (l+e.-i)7^o<ft^ 

che varrà anche per m = 1, quando allora al prodotto 
(l+^i)(l+^i) • • (l+^M-i) si sostituisca l'unità. 
Ma, poiché dalla formola precedente si ha: 



^-- =fc 4- — ^ — - 



non si potrà alle c^ e b^ lasciare tale arbitrarietà che la quantità 
lc^-\ — — )-;7^ possa avere un limite maggiore dell'unità per 

wi=oo perchè altrimenti la serie Sa,» sarebbe divergente; e noi 
per esser sicuri della convergenza di questa serie ammetteremo 
senz'altro che si debba avere per tutti i valori di w*e anche al 
limite per wi=oo : 

e ¥ 

"m-ì f' m—i 

b 3 

ciò che porterà che il rapporto t — dovrà esser superiore a.^^-Arf, 
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altrimenti il rapporto jj-^ dovrà essere superiore a SAcP^ per 

tutti i yalori di m e anche al limite. 

3 

Ora, ammettendo date le c^ e superiori a ^ Ad o a 3Ae? , e 

sempre finite, sarà sempre possibile determinare le bn in modo che 
la condizione precedente sia soddisfatta e che a partire da un certo 

valore di n in poi i rapporti -^ per s intero siano numeri interi 

dispari qualunque o anche della forma 4p«+l, e allora per mezzo 
della formula (10) resteranno determinati anche i valori della a^ e 
solo nel caso di q=2 resterà a farsi in modo che non sia lim anbn^O; 
come anche se sono date invece le &ni e queste crescono indefini- 
tamente con n in modo anche che ^— sia sufficientemente supe- 

riore a ^^^i ^ jj-^ sufficientemente superiore a 3A(P, si potran- 

no sempre prendere le c^ in modo che la condizione precedente 
sia soddisfatta, e con ciò resteranno determinate anche le a^ per 
mezzo della (10), e solo nel caso di q=2 resterà ancora a farsi in 
modo che non sia ìimanbn=0; talché si potranno così costruire 
facilmente infinite serie molto semplici Xanrn(ÌM^) che rappresen- 
tano funzioni che sebbene sempre finite e continue non hanno 
mai una derivata determinata finita. 

128. In particolare dunque, prendendo le Cn costanti e uguali 
3 

a ó'T-^^i o 3if AcP, con y maggiore di uno, si potrà prendere 

bn=(2p^-\-l) (2pj-|-l) ... (2pH+l)i purché a partire da un certo 

3 
valore di n in poi si abbia nel primo caso 2^ni> jY^-rf, e nel secondo 

2p»+l>\/l+37AcP; e poiché allora dalla formola (10) in questi 
casi si ha respettivamente : 

( i(l+|^Arf)» 



n 1) j * (2p,+l) (2i>j+ 1) . . (2pn+ 1) ' 



o»= 



(2p,+l)«(2p.+l)« . . . (2p„+l)*' 



con A' costante, si couclnde die quando i massimi e minimi di 

t',i(//) sono nei punti 0, ±(I, ±2(1 , . . . e i soliti valori medi sono 

..13 
nei ])unti ± ^yl, ± ^^f/, . . ., la «erie ll(/„r„(7>„:i-) ove, ifn e hn hanno gli 

feri *ri 

indicati valori(ll), e da un certo valore di n in poi nel primo caso 

3 . 

si lia2)i»'> YAf/, e nel secondo si lia: 2/>«-f-l^\ l+'^T-^'^? ^ 

hm ^ , ^v.^ , Tx -.> , , -> ^N raimresentera una fun- 
(>/>,+!) (2^vfl)..(27M-l.) ^* 

zione di x che sebbene sempre finita e continua nou avrà mai una 

derivata determinata e finita, e nel primo caso non potrà neppure 

averla infinita e determinata di segno. 

Lo stesso poi accadrà anche quando i massimi e i minimi 

1 »T - 

di r,t{}/) sono nei pmiti ± ^^^/, ±<^</, ±,, (/,... e i soliti valori medi 

mm m^ ^ 

sono nei punti 0, ±^/, ±2(/, ..., purcliè allora le /)« da un certo 
valore di n in poi siano numeri ])ari. 

129. Queste serie al solito, ijuando si prenda r„(//) =^ cos y, 
i-,,f //)=sen[/, si riducono alle due ^a,iCO'ì(hiX\ ^luusquIhV^ che, quando 
(In e hn soddisfano alle coudizioni ora indicate, non hanno mai 
una derivata determinata e finita. 

In particolare prendendo ^>|=1, />^=2, . ../>«=//, si ha che 
la serie: 



V ^. 



r l.:^5...(2//-l) 



cos|l .:^ . 5...(2w-l).rl, 



ove a^'l-}-',r, rappresenta una funzione di jc che sebbene sem- 
pre finita e continua non ha mai derivata determinata e finita. 
Lo stesso accade della serie: 

per a'>>l -{":>*• ^^'' • • 



I 

I 



Altre consìderaziotti generali rigaarilaiiti special- 
mente la esistenza delle derivate delle funzioni 
finite e continue (*). 

130. A coinpleoieiito di quanto alibiumo esposto intorno alle 
derivate delle funzioni finite e continue in un dato intervallo, 
trovo ora opportuno di aggiungere le considerazioni segiienti. 

Sia f{x) una fuuziooe finita e continua di x in tutto un 
intervallo (a, h) (gli estr. inclus.) nel quale essa ammette una 
derivata sempre determiuata e finita f{.t). Se un punto interno 
di questo ìutiTTallo appartiene a un tratto di invariabilitìi di f{x), 
o ae in esso la funzione è massima o minima, la sua derivata f\x) 
in quel pnnto (essendo determinata e finita) dovrà essere zero; 
e perciò se in qualunque porzione dell'intervallo (i, h) In fun- 
zione /H.r) senza essere sempre costante avesse sempre dei tratti 
d* invariabilitìi o dei massimi e minimi, la sua derivata f'{j:) 
dovrebbe essere zero in infiniti punti di qualunque porzione 
comunque piccola dell'intervallo stesso. Segue da ciò (§• 45) che 
ee la derivata f'{x) di una tal funzione f{x), oltre essere deter- 
minata e finita in tutto l' intei-vallo, in un pnnto x' fosse anche 
continua, essa dovrebbe essere zero anche in questo punto; e se 
fosse continua in tutto l'intervallo essa sarebbe sempre zero, e 
allora f{x) sarebbe sempre costante; quindi si può evidentemente 
Bsserire che: 

1." Se una funzione f{x) sema essere sempre costante ha tifi 
tratti d'invariabilità o dei massimi e minimi in un intervallo ttel 
futUe essa ammette una derivala sempre finita e contimta, in qual- 
siasi porzione dell'intervallo stesso che non corrisponda a nn tratto 
d'invariabilità dovranno esisterne altre nelle quali la funzione non 
fa oscillaziotii ed è sempre crescente o sempre decrescente. 

2." Se una funzione f{x) in qualsiasi porzione di un intervallo 

CJ Gli Btudii cbB io ncrolgu in qocBto capitolo sono stati fatti <Iopo cli« In glanip<i 

M «apitoU pruadeoti era quosl «ompiutn. Questa cirwstanu spi^heiik tacilmentn 

ma tfa aTimutu vbD nel cnpiluli prucedvotl al trodno Jet teoremi o ilillu gaseriulonl 

s, dopo di avers riuTeanto i teoremi piti gODemlI dio om darò, avr^ibbeio potuto 

nill'iliM} amftt^rsi. tenpnilo un ordine un p<irn differenti.'. 
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('I, b) nei qiéale ttoti è sempre costattìe ha sempre dei tratti d'in- 
variabilità dei massimi e mimmi, la sua derivata non potrà essere 
determinala e finita in ogni punto a meno che non aia infinite vollv 
discontinue (§. 26); e allora {%. 78) queste discontinuità della deri- 
vata f\x) doeranno essere tìdie di seconda specie, e nei punti ove 
si ha continuità la derivata stessa dovrà essere uguale a zero. 

Dii questo poi si può anche evidentemente interirne che per 
'le funzìoDÌ finite e cootiniie che in uu dato intervallo non hanno 
sempre uno stesso valore ma in qualunque porzione dell'inter- 
vallo stesso hanno sempre dei tratti d' iuvariabilità o dei massimi 
e minimi, non potrà mai parlarsi di derivata seconda, e il più 
spesso neppure sarà da parlarsi della loro derivata prima; e quindi 
non potrà mai applicarsi loro il calcolo differenziale, almeno 
quando oltre alla prima si vogliono considerare le derivate di 
ordine superiore. 

i;tl. Sia ora f{x) uua funzione finita e continua di x in tutto 
un intervallo (a, b) (gli estr. inclus.), e nei punti di questo inter- 
vallo essa ammetta una derivata numericamente interiore a un 
dato numero positivo A, o almeno sia tale che per ogni punto x 



il rapporto ■ 



coir impiccolire indefinitamente di h 



per valori positivi o per valori ui^gativi, sebbene possa non ten- 
dere verso alcun limite determinato, finisca per mantenersi sem- 
pre numericamente inferiore a un dato numero positivo A {*). 
Questa funzione f^c) potrà in vicinanza di alcuni punti o tu tutto 
l'intervallo (a, h) avere o nò infiniti massimi e mìnimi, o presen- 
tare dei tratti d'invariabihtà, però è facile vedere tbe da essa se 
ne potrà sempre dedurre nu altra per la quale non si hanno 
oscillazioni né tratti d' invariabilità, mentre però restano le stesse 

le particolarità relative alla derivata o al rapporto j — — — . 

Si fornii infatti la funzione: 

FW-TfW + AlW, 
(*) A quDsU cliscB ippirtengaaa sridentemr^nte nuclio le fiiniioiil per lo quali 
l'intnrrftlls ^a.b) può divìdersi !□ parziooi tali ciie in aipji lutorTnllo l'res;) Id esM 
Il ripportu del l'osci Hai Iona dolla fumioDo all' iiitorvulio corri spaad^n tu i: seaipro 
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ore tp{x) è la funzione dì primo grado x-^ ^(B cost.) o più general- 
mente è una funzione di a; fra a e i che, se p. es. a^b^ oltre essere 
sempre finita e continua, è sempre crescente da a a 6 e ammette 
sempre una derivata positiva e non inferiore alP unità, o almeno è 

tale che per tutti i valori di a: fra a e ft il rapporto ^^ ~^ — t!L_i 

col tendere di A a zero per valori positivi o per valori negativi 
finisce per non essere mai inferiore alla unità positiva. 
Per la funzione F(a;) si avrà: 

F(x±h)--F(x) _^ f{x±h)— f(x) ^{,v±h)^ tf(x) 

±h ~ ±h ■ "^ ±h~ • 

quindi per ogni valore di a; fra a e b, quando h è positivo e suffi- 
cientemente piccolo, si avrà sempre evidentemente : 

F(a?+A)— F(ar)>0 , F(a:— A)— F(x)<0 , 

e perciò questa funzione F(a?) ueìV interno dell'intervallo (a, b) 

non potrà avere tratti d'invariabilità o avere massimi o minimi, 

e quindi sarà sempre crescente fra a e b. 

Similmente si troverebbe che la funzione ± f{x) — Ay(x) è 

sempre decrescente fra a e 6 ; quindi osservando anche che se si 

pone: 

F,(a?)=/l(x)+ Ay(ar) , F^{t) = - f(x)-\-Af{x) , 

V,{x)=f{x)-Afix) , F,(.r) = - f{x)-Af{x) , 



si ha: 



f{a:)=h+^ = J^^* = ^i"^s = F3--F, 



2 2 2 2 

e anche: 

f(x)=F^{x)-^krp{x) , 

si concluderà subito intanto che se f{jc) è una funzione finita e 

continua di x in tutto un intervallo (a, b) nel quale ha sempre una 

derivata determinata e numericamente inferiore a un numero finito 

f(x4-h) f(x) 

A, almeno è tale che il rapporto i — per ogni valore 

di X coir impiccolire di h per valori positivi o per valori nega- 
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gativi, sebbene possa non tendere verso alcun limite determinato, 
finisce per mantenersi sempre numericamente inferiore a un dato 
numero finito A, allora, quand'anche questa funzione in vici- 
nanza di punti speciali o in tutto l'intervallo (a, A) abbia dei 
massimi o minimi, o presenti dei tratti d' invariabilità, cangiando 
se si vuole il suo segno e aggiungendole la funzione di primo 
grado ±A.r-|-B, o anche ima funzione più generale ±A9(j:-) 
determinata come si disse sopra, si formerà sempre una funzione 
FC./')=±/l(,r)±Af (.«;) che non farà più oscillazioni f ra n e ò e sarà 
sempre crescente o sonipro decrescente; e in questo caso la fun- 
zione data /*(.<■); quand'anche, come si è detto, presenti infiniti 
tratti d' invaritibilità o infiniti massimi e minimi potrà sempre 
riguardarsi come somma di due funzioni V una sempre crescente 
e l'altra sempre decrescente, o come differenza di due funzioni 
ambedue crescenti o ambedue decrescenti. 

132. La funzione sempre crescente fp(r) che moltiplicata per 
la costante positiva A si aggiunge o si toglie a f\x) onde farle 
perdere i massimi e i minimi o i tratti d' invariabilità, formando 
così una funzione F{a^ senza oscillazioni fra a e & e sempre cre- 
scente o sempre decrescente, potrà come abbiamo detto essere 
una funzione di primo grado, o più generalmente, essere una fun- 
zione che ammetta una derivata determinata sempre finita e non 
inferiore all'unità. Allora la nuova funzione F(^)=±/*(jc)±A7(.r) 
rispetto alla derivata si comporterà come la funzione primitiva 

¥(x±h)—F(x) 
f{x)^ e il rapporto jj — '-- sarà sempre compreso fra due 

numeri a e ,3 ambedue positivi o ambedue negativi e diversi da 
zero; quindi si può anche evidentemente concludere (come già 
enunciammo sopra) che partendo da una {unzioni f(,v) che rispetto 

al rapporto — -. — goda delle proprietà suindicate, che 

manchi di derivata in tutti o in alcuni punti dell'intervallo («, ft), 
e che abbia dei tratti d'invariabilità o che in vicinanza di alcuni 
punti speciali o in tutto l'intervallo abbia dei massimi o dei minimi, 
si potrà sempre formare una funzione ±/*(j^)±A.r (o più general- 
mente ±f{'r)±Arf{x)) che non abbia oscillazioni e sia sempre 
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crescente o sempre decrescente e che mancln ancora di derivata 
negli stessi punti soltanto. 

In particolare dunque preudendo per f(j') le funzioni : 
r/ \ vl-t / V^ x/ \ ^sennJjrsen [log sentir 3t] 

degli esempi 1.** e 2.* del §. 11(3, si può asserire che, se A è una 
costante positiva abbastanza grande, le funzioni ±/*|(a?)±Aa;, 
±fJix)±A^c che si deducono da f^(x) e da f^{x) non fanno mai 
oscillazioni, sono sempre crescenti* o sempre decrescenti, e man- 
cano ancora di derivata in tutti i punti razionali ; e propriamente 
nei punti razionali per la prima esistono le derivate a destra e 
quelle a sinistra dei sìngoli punti, ma sono differenti le une dalle 
altre, mentre per la seconda sì le derivate a destra che quelle a 
sinistra non esistono affatto. 

E se s^ indicano con /^, /j, . . . i,u dei numeri irrazionali tali 
che i loro rapporti siano ancora irrazionali, si vede pure che le 
funzioni : 

FOr)=«/,('^)+«./".(v)-t-«/,("^ji- . . . -|-«»/,0^)+A..' , 

quando le Oq^ aj, a^, . . am, b^^ b^^ hm sono costanti diverse da zero 
e A è un altra costante positiva' e abbastanza grande, sono sempre 
crescenti o sempre decrescenti, e mancano di derivata in tutti i 
punti razionali e in tutti i punti irrazionali corrispondenti ai 
valori di x della forma: x=ija, a:=/»a,. ..x=tr«a, ove a è un 
numero razionale qualunque; talché chiaro di qui apparisce che 
la mancanza della derivata in alcune funzioni anche in un numero 
infinito di punti di qualsiasi intervallo comunque piccolo, non 
può, almeno in tutti i casi, essere attribuita alla presenza di 
infiniti massimi e minimi o di infiniti tratti di invariabilità nelle 
funzioni stesse. 

Si deve poi notare che se per 'p(j^) si prende una funzione 
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^(.T-f-A) — cp (x) 

per la quale il rapporto ^ — ~ — ^-^-^ coli' impiccolire di A per 

valori positivi o per valori negativi si mantiene sempre saperiore o 
uguale airunità positiva, e almeno per alcuni valori di x finisce 
per prendere anche valori arbitrariamente grandi positivi, allora la 
funzione F(.r)=±/'(.r)±|A^(.r) sarà ancora sempre crescente o 

sempre decrescente, e il rapporto , —^ almeno per 

alcuni valori di x^ coli' impiccolire di h oscillerà fra e oo o 
fra e — 00 respetti vamente. 

133. Ammettiamo ora che la nostra frinzione /*(!;), mante- 
nendosi ancora finita e continua neir intervallo (a, i), sia tale 

che il rapporto «I^Ì^^ ^^^^^^ ^^ ^^^^^ ,^1^^ ^ ^ j^ 

a e 6, coir impiccolire di h per valori positivi o per valori nega- 
tivi, p. es. per valori positivi, possa anche finire per prendere 
valori maggiori di quantità arbitrariamente grandi date; ma se 
ciò avviene i segni di questi valori grandissimi siano sempre gli 
stessi per ciascuno dei valori di a? (in numero finito o infinito) 
pei quali questa circostanza si presenta, per modo cioè che allora 

il rapporto , — —~\ considerato per ogni valore di ^ fru 

a e i, coir impiccolire di h per valori positivi finisca per non 
potersi riguardare come compreso altro che fra e e +00 o fra e 
e — 00 , essendo e un numero finito positivo o negativo (senza 
però che queste condizioni esigano che per alcuni valori di a? si 

abbia necessariamente: lim '-^ — *—'- — =4-00 , o = — 00 ). 

A=+o h J 

Allora, supponendo dapprima che per tutti i valori di a? fi» 
a e 6 il rapporto ~ \. — — quando A si avvicina indefinita- 
mente a zero per valori positivi finisca per trovarsi sempre com- 
preso fra e e p, essendo e un numero finito e positivo e ^ un altro 
numero positivo esso pure ma che può essere -f-00 , si osser- 
verà che per ogni punto x interno all'intervallo (a, h) e per x—a 
quando A avrà valori suflBcientemente piccoli e positivi dovrà 
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Sttnpre essere A"'^+*) — AO^-O, e si vedrà perciò che nei ponti 
interni all' intervallo {a, h) la fnnuirtne f\.i) non pnft avere tratti 
<]' invambilità o avere mnssimi, e neppure potrìi avere mìnimi, 
perchè altrimenti se avesse un minimo p, es. in un punto interno x, 
in nn altro punto a, interno all'intervallo (a, a) dovrebbe avere 
un massimo, e questo non può esaere; quindi nel caso conside- 
rato la funzione f{x) sarà sempre crescente fra a e & e il rapporto 

— — r- — - — anclie per k negativo sarà sempre compreso esso 

pure fra e e ^ o almeno fra e x . 

Invece se e è negativo, fi restando ancora positivo e potendo 
essere -|-^ . In funzione ^t) fra a e b avrà dei massimi e dei 
minimi e potrà anche presentare dei tratti d'invariabilità; però 
allora indicando cou A una quantità positiva superiore ni valore 
oasolnto di c^ e considerando la funzione Ì!'(x)~f(T)-{-A':(x), ove 
if{x) è scelta nel modo indicato noi due paragrafi precedenti, 
f n ricadrà nel caso considerato ora, e quindi questa funzione F(t) 
a pure si?njpre crescente, e quando si prenda A abbastanza 

pei varii valori 



le, il rapporto corrispondente 



eU+h)~F(T) 



i X col l'impiccolire di h tanto per valori positivi che per valori 
jatiri rimarrà sempre compreso fra a e p' essendo a diverso da 
ero e positivo, e p' essendo positivo e potendo anche essere + x , 
Similmente se ^ è negativo, potendo anche essere — oo , e 
yt è positivo o negativo niii finito e superiore a. 3, la funzione f\.v) 
■arò sempre decrescente o diverrà tale riducendoia ad un altra 
F(i) col togliervi la solita funzione A'y(.i'); qnindì ammettendo 

lanzidi prendere sempre ■}{x)=x -{- ^, o almeno di scegliere 

b(x) in modo che fra aeb abbia sempre una derivata determinata 
i finita positiva e non inferiore all'unità, e osservando che allora 
\ fnozione F(u.) avrà la derivata quando l'ha f{.c) e viceversa, 
li pn& ora asserire che in questi casi in cui per tutti i valori dì x 



ft a e & il rapporto 



Ax+h)-m 



— , considerato al tendere di h 



) per valori sempre positivi (o per valori sempre negativi), 
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si mantic'iie sem[»n' conquesti fra due limiti uno almeno dei quali 
è finito, la funziono /'(.ri, se fra a e h ha delle oscillazioni o dei 
tratti d^ invariabilitìi, darà sempre luo^o a un altra funzione 
F(»r) =/"(•*')+ A f(f) sempre crescente o sempre decrescente che 
avrà una derivata quando l'ha f{x) e viceversa; e per questa 

funzione F(.r) il rapporto * pei varii valori di a^ e 

coir impiccolire di h tanto per valori positivi che per valori nega- 
tivi varierà soltanto fm a e 3 o fra — a e — p, essendo a e 3 
quantità positive e diverso da zero, la seconda delle quali può 
anche essere infinita. 

Viceversa se una funzione finita e continua /'(.i) in un dato 
intervallo (a, b) non ha massimi o minimi, o almeno li perde 
tutti quandojle si aggiungono o si tolgono certe funzioni di primo 
grado A.r fB (o più generalmente delle funzioni della forma Ay(r) 
ove A è una costante positiva sufficientemente grande, e ^(a*) è 

scelta nel modo più volto indicato), il rapporto > — -^ per 

per ogni valore di .v fra ^/ e 6 col tendere a zero di h per valori 
sempre positivi finirà per mantenersi sempre compreso fra due 
limiti uno almeno dei quali è sempre inferiore a un certo numero 
finito. 

Questi risultati generalizzano (juelli dei paragrafi precedenti, 

mostrano anche che nel c«so in cui il rapporto — -^ ^ — ^--- 

goda della proprietà suindicata, di finire cioi» per mantenersi sem- 
pre compreso fra due limiti uno almeno dei quali è finito, la 
funzione /l(.i), per quanto possa avere infiniti massimi e minimi o 
infiniti tratti d'invariabilità può sempre riguardarsi come somma 
o differenza di due funzioni una sempre crescente e l'altra sempre 
decrescente, o ambedue decrescenti, oc. 

Inoltre le considerazioni teste fatte ci mostrano che se col- 
r impiccolire di h per valori p. es. sempre positivi il rapporto 

f{'+h)-M „ . , . 

_ nnisco per mantenersi sempre compreso fra due 

limiti a e 3 uno almeno dei quali in valore assoluto non supera 
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Itti min ({iiuutitù finita, in stetwo nccnilrk anche quando h teiideru 

kzero per valori negativi, e i limiti » o p potranno 3up[)orBÌ IÌ 

i nei due caai; e i>erciò se lo stesso rapport'i, col tendete n 

lero di h jjer valori p. es. positivi, per aiciini valori di J" prende 

ABche valori arbitrariamente j^randi positivi e negativi per modo 

a dover dire' che vorin fra --2c f -j-sc , lo stesso nccndrìi col 

I fendere a zero di A per valori nettativi. Ciò del resto appnrìrii 

I meglio anche da quanto diremo fra poco. 

134. Le considerazioni che ora abbiamo esposto ci conducono 
l alle segnenti. 

Si osservi che se fra le varie funKÌoiii finite e continue in un 
intervallo (n, b) si conaldeirauo separatamente quelle nelle qnnli 



I 



piccolire di /( per valori positivi o per valori negativi finisce per 
prender anche valori arbitrariamente grandi positivi e valori 
arbitrariamente grandi negativi, e quelle )Kr le quali, questa sin- 
golarità non presentandosi, il rapporto j ~ '-'^^^^ ""' 

piccolire di h per valori positivi o per valori negativi, p, es. per 
valori positivi, qualunque sia .r finisce -sempre per variare fro due 
limiti uno almeno dei quali in valore assoluto non supera un 
certo nnmero finito, allora le prime di queste funzioni continue- 
ranno a Fare oscillazioni qualunque funzione si aggiunga o si tolga 
toro che abbia sempre una derivata determinata e finita, mentre 
le seconde, anche se fanno infinite oscillazioni o presentano infi- 
aiti tratti d'invariabìlitùfra a e h, coll'aggiungere loro funzioni 
convenienti, per le quali può anche essere presa una funzione di 
primo grado Aj.+U, verranno sempre a perdere tutti i tratti d'in- 
rariabilitìi e tutti t massimi e i minimi; e inoltre queste nuove 
funzioni F(r) mentre non presenteranno pifi oscillazioni e saranno 
■empre crescenti o sempre decrescenti, rispetto alla esistenza della 
irirata si comporteranno precisamente come la primitiva /![■■*), e 

esse il rapporto corrispondente - — - - qualunque sia 

col tendere a zero di li per valori positivi e per valori negativi 
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Tarieri Boltanto fra due limiti dello stesso segno a e ^ uno dei 
quali aarà diverso da zero, e l'altro potni anche essere infinito. 

E evidente poi che una funzione che in iin dato intervallo 
appartenga p, es. alla prima di queste due classi non potrà mai 
ridursi della seconda o viceversa coli' a^iungervi o togliervi 
ima funzione u)(j.) che abbia sempre una derivata determinata e 

finita, perchè per (questa hì ha sempre: ^ —^uì\T+^h) 

(tì positivo e compreso fra e 1) ; quindi per lo studio delle 
funzioni finite e continue, quando si deve avere riguardo tu loro 
massuni e minimi e ai tratti d' invariabilitìi che esse possono 
presentare, potrà talvolta tornar comodo di fare la distinzione 
che viene suggerita da queste considerazioni : e noi perciò, almeno 
nei casi in cui potrà toniai-o opportuno, chiameremo funzioni 
contìnue di setonda specie o funzioni oscillanti in-idacibili le 
funzioni della prima classe e fumioni continue di prima specie le 
altre, venendo così ad essere funzioni continue di prima specie in 
un dato intervallo quelle funzioni che in ogni punto .r ammet- 
tono una derivata a destra (o a sinistrai i^empre determinata e 
inferiore a na numero finito, e pi£l generalmente quelle per le 

qnau qualunque sia .e il rapporto — — —. ^^ — , 

a zero anche soltanto per valori positivi, finisce per essere sempre 
compreso fm due limiti uno aliueno dei quali è finito; ed 
invece funzioni di seconda specie quelle (come p. es. alcune e 
forse tutte le funzioni del capitolo precedente) per le quali lo 
stesso rapporto deve necessariamente considerarsi come compreso 
fra —eoe +« . 

Con questa distinzione le funzioni continue di ]>nma specie, 
anche se avranno infiniti massimi e minimi, o infiniti tratti d'in- 
variabilità, li verranno a perdere tutti e si ridm-ranno sempre 
crescenti o sempre decrescenti coli' aggiungere o togliere loro 
convenienti funzioni che abbiano sempre una derivata determinata 
e finita e diversa da zero, per le quali può anche sempre esser 
presa una funzione di primo grado Ar+B; e inoltre queste fiui- 
zioni potranno in ogni caso riguardarsi come somma o differenza 



, col tendere di k 
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di funzioni sempre crescenti o sempre decrescenti. Invece le fun- 
zioni di seconda specie, nell'intervallo dato, avranno sempre dei 
massimi e minimi che non si potranno fare sparire col procedi- 
mento che ora abbiamo indicato per quelle di prima s|)ecio; e 
se una funzione sarà di seconda specie in qualunque porzione del- 
l' intervallo nel quale si considera, in ciascuna di queste porzioni 
essa avrà infiniti massimi e minimi. 

Le funzioni di prima specie poi in ciascuno dei punti ove 
hanno una derivata infinita l'avranno determinata di secano, e 
questo segno sarà lo stesso in tutti quei punti; mentre per le 
funzioni di seconda specie, la derivata ove esiste ed è infinita 
potrà anche essere indeterminata di segno, ec. 

Talvolta poi quando si avrà una funzione di seconda specie, 
potrà darsi che togliendo dall' intervallo totale alcuni punti spe- 
ciali per mezzo dei loro intorni (come avviene p. es. per la fun- 
zioni aiTsen- quando si toglie il punto .t=0), negli intervalli restanti 

essa sia soltanto di prima specie, oc. 

135. Si osservi ora che se si ammettesse che una funzione f{x)^ 
sempre finita e continua fra a e 6, a destra o a sinistra di ogni 
punto, p. es. a destra, avesse una derivata ma sempre infinita e 
dello stesso segno, allora le funzioni che si ricaverebbero da /"(r) 
coll'aggiungervi o togliervi qualsiasi funzione di primo grado 
Aj7-f-B sarebbero nello stesso caso di /"(.r), e quindi sarebbero tutte 
sempre crescenti fra a a 6, o tutte sempre decrescenti ; mentre si 
sa p. es. (§• 71) che la funzione: 



m-m- f-^ JAi)-/(«) 



o è sempre zero o ha necessariamente un massimo o un minimo 
in un punto interno all'intervallo (a, h); dunque mentre, in 
aggiunta ai risultati dei §§.71 e 79, si può ora affermare che: 
Una funzione sempre finita e continua f{x) non può avere la deri' 
vota a destra (p a sinistra) di ogni punto di un dato intervallo 
sempre infinita e dello stesso segno, si può affermare altresì che le 
funzioni (se pure esistono) che hanno sempre infinita la derivata 

ii 
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presa da una stessa parte in opfni punto di un dato intervallo, 
debbono averla di segni differenti almeno in alcuni punti di qual- 
siasi porzione anche ristrettissima dell' intervallo stesso, e non 
possono essere che funzioni di seconda specie. 

136. Nei punti o negli intervalli nei quali la derivata di una 
funzione f\x) non esiste, o almeno si è incerti intorno alla esi- 
stenza di essa, non potendo considerare insieme, e talvolta neppure 

separatamente, i limiti del rapporto — — - — --- per h tendente 

a zero per valori positivi e per valori negativi, sarà naturale di 
prendere ad (saniinare direttamente questo rapporto per ogni 
valore speciale di x fra a e h^ o «ihneno i limiti fra i quali questo 
rapporto oscilla coli' impiccolire indefinitamente di A, e ciò consi- 
derando separatamente quello corrispondente ai valori positivi di 
h da quello corrispondente ai valori negativi; e allora si giungerà 
a risultati assai generali, alcuni dei quali comprendono, come 
casi particolari, anche molti di quelli che già abbiamo ottenuto. 
Chiameremo perciò, per brevità di linguaggio, rapporto 

tncrementale il rapporto , — ; e chiameremo rapporto 

incrementale destro quello corrispondente ad h positivo, e rapporto 
incrementale sinistro quello corrispondente ad h negativo. 

Essendo ora /*;.r)una funzione qualunque di x finita e con- 
tinua fra a e b {a e b incl.), per ogni valore speciale che si 
attribuisce ad ./' in questo intervallo {b esci, se h^a) il rapporto 

incrementale destro - , potrà riguardarsi come una fun- 

zione finita e continua di h per tutti i valori di // compresi in 
ogni intervallo preso fra e b — .r (0 esci.); però, sebbene sempre 
finito, questo rapporto potrà avere per limite superiore dei suoi 
valori assoluti l'iniinito, e rimarrà sempre compreso fra due nu- 
meri a e fi uno dei quali o tutti e due potranno anche essere 
infiniti, essendo però in quest'ultimo cfiso uno di questi numeri 
uguale a 4-x> e l'altro uguale a — oc . 

Così essendo, per ogni valore particolare di x fra aeb (b esci.) 
questo rapporto incrementale destro, considerato per tutti i valori 
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di h fra e b — x (0 esci.), ammetfcerìi un limite inferiore finito o 
infinito /j., e un limite superiore finito pure o infinito L, (§. 15); 
e a causa della continuità, quando /, è finito per infiliti valori 
di h il detto rapporto prenderà valori vicini quanto si vuole a /r, 
e in alcuni casi prenderà una o più volte anche il valore /, stesso; 
e similmente, quando L, è finito per infiniti valori di // prenderà 
valori vicini quanto si vuole a Ljp e talvolta anche il valore L^ 
stesso; mentre se Tuno o l'altro dei due limiti Ir e L, è infinito, 
lo stesso rapporto per infiniti valori di h prenderà valori mag- 
giori di quella quantità che più ci piace e del segno di h o Lj. 
respettivamente. 

Considerando ora questi limiti inferiori e superiori Ir e L, per 
ogni valore di x fra a e b (h esci, perchè supponiamo ?>>«)» ^ 
chiaro che essi saranno funzioni, continue o nò, finite o infinite, 
di i/; in ogni porzione dell' intervallo (a, b) che non termini al 
punto b; e inoltre, per ogni valore speciale che si attribuisca ad x 
fra a e 6, potranno evidentemente considerarsi anche come fun- 
zioni di b per tutti i valori di b corrispondenti ai punti di ogni 
porzione dell'intervallo (^r, b) che non termini al punto u\ 

Limitandoci dapprima a considerare /, e L, come funzioni 
soltanto di x per tutti i valori di x fra a e 6 (b esci.), si avrà 
un limite inferiore finito o infinito / per /„ e un limite superiore 
finito o infinito L per L,; quindi si hanno così intanto due nu- 
meri determinati Z e L fra i quali è sempre compreso il rapporto 

incrementale destro - - - -. — ~ - per ogni valore di x fra a e i 

{b esci.) e pei valori di h fra e b — x (0 esci.); e se, onde ridurre 
ir e Lj. vere e proprie funzioni di x, finite però o infinito, in tutto 
V intervallo (a, t), s' intende che anche per x^b siano attribuiti a 
/j. e a La- due valori qualunque compresi fra / e L (/ e L p. es. esci.), 
allora per il teorema di Weierstrass (§. 3(5) si potrà affermare che 
se l è finito esisteranno sempre fra (/et [a e b inclus.) uno o più 
punti x^ tali che in ogni loro intorno il limite inferiore dei 
valori di Ir sarà ancora /, per modo cioè che in alcuni punti x 
di questi intorni per infiniti valori A^ di h il rapporto incre- 
mentale destro ~ — -— prenderà valori /+£ (s posit.) vichii 
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quanto si vuole a /; e similmente se L è finito esisteranno dei 
punti .r'y negli intorni dei quali il limite superiore dei valori 
di Lj. sarà ancora L, per modo quindi che in alcuni punti y di 
questi intorni per infiniti valori h\ di // il rapporto incrementale 

destro ~ — — prenderà valori L — e (s posit.) vicmi 

quanto si vuole a L; come anche infine, se / o L o tutti e due 
questi limiti sono infiniti, esisteranno dei punti jo^q tali che il 

rapporto -■- j„ in alcuni punti t" dei loro intorni per 

infiniti valori h'\ di // promlorà anche valori grandi quanto si 
vuole e dei sogni di / o L respettivamente. 

137. Se poi indichiamo con /' e L' i valori corrispondenti fra 
i quali è sempre compreso il rapporto incrementale sinistro 

, . per X compreso tra a e b (a esci.), e n positivo e 

compreso fra e .r — a (0 esci.), supposti determinati questi va- 
lori /' e L' col processo stesso che ci ha servito a determinare i 
numeri analoghi Z e L pel rapporto incrementale destro (dopo 
cioè di avere detcrminato pel rapporto incrementale sinistro 

— ^—L — le funzioni ì'x e LV analoghe alle /, e Lar), sarà 

facile vedere che dovrà essere /==/, e L'=L. 

Ammettiamo infatti che separatamente o nello stesso tempo 
possa avvenire che t sia diff^erente da /, e L' sia differente da L; 
e indichiamo allora con a un numero compreso fra l e l e con p 
un numero compreso fra L e L'. 

Prendendo a esaminare le funzioni: 

per i significati respettivi delle quantità Z e L, /' e L' si vedrà 
subito che, qualunque sia x fra a e i, se / </ si dovrà avere 

sempre: - — , >0, e se invece l ^> l ai dovrà avere: 

^^ P^- ->0, mentre se L'<;L si dovrà avere sempre: 
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1<^-*>-Ì^^<0, e «e L>L si dovrà avere: '^^^^^<:0, 
— n n 

essendo h positivo; tacche in tutti i casi 'f(x) dovrà essere sempre 

crescente fra a e 6, e '{»(./■) dovrà essere sempre decrescente. 

Ma d'altra parte, per l'osservazione fatta in fine del paragrafo 

precedente, dovranno anche esistere dei valori di a:^ e di h pei 

quali si abbia: 

-rtrJ^I^^O per l-<l , ?-(^t*)r:r(i5l)<0 per l->l , 
e: 

•5<^-±*lr«>0 per L'<L , •K-?-A)-'^(^)>o per L>L ; 
n — n 

quindi evidentemente siamo in contradizione, e ciò anche se 
alcuna delle quantità /, /', L, L' è infinita, e conviene perciò am- 
mettere che debba essere /'=/, e L'=L come dicevamo sopra. 
Farò osservare che pel caso di /= — oo , L = X) questa pro- 
prietà risultava già da quanto sì disse in fine del §. 133. 

138. Segue da ciò che determinate le funzioni /,. e Lx dei limiti 
inferiori e superiori del rapporto incrementale destro di f{x) fra 
a e i, e le funzioni corrispondenti /', e LV per il rapporto incre- 
mentale sinistro, i limiti inferiori di Ir e /V? e così i limiti superiori 
di Lx e L'x saranno gli stessi; talché (a complemento anche di 
quanto abbiamo detto nei paragrafi precedenti) si può ora asserire 
che per qualunque funzione finita e continua f(r) esisteranno due 
numeri bene determinati / e L fra i quali saranno sempre com- 

presi 1 rapporti incrementali destro e suiistro — .-■ -; e per 

il teorema di Weierstrass ricordato sopra, questi numeri / e L go- 
dranno della proprietà che esisteranno sempre dei valori speciali 
•T^ , .Tl di X fra a e b {a e h incl.) dotati della proprietìi che in 
ogni loro intorno i numeri / e L respettivamente saranno ancora 
li stessi, per nioflo che quando questi numeri sono finiti, in alcuni 
punti j:' di ogni intorno di j'i o di x, per infiniti valori conve- 
nienti di A (tali che anche il punto x'+h cada fra a e b) il rapporto 
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incrementale destro — / ^^''^ vicino respettivameute 
a / o a L quanto si vuole, e in alcuni punti x" degli stessi intorni 
il rapporto incrementale sinistro r ^^^'^ P^*^ vicino 

ad essi quanto si vuole; e similmente se uno o tutti e due i 
numeri / e L sono infiniti, allora per valori x' di x scelti in ogni 
intorno degli stessi punti ./-^ e r, i rapporti incrementali mede- 

. . f{x±h)—f{v) . n ... 1 . • 4.- r j 

simi , - — per ninniti valori convenienti di /* saranno 

maggiori di quella quantità che più ci piace (? avranno il segno 
di / o di L respettivamente. 

139. Esaminando poi in particolare le funzioni Ir e L,, /V e L'^p 
per quìilsiasi funzione finita e continua /"(t), è facile vedere che 
quando in un punto x le due funzioni ir e l'r siano ambedue finite 
e continue dovrà ess(*re lr=^l'x\ e similmente se L^ e h'x sono 
ambedue finite e continue dovrà essere Lr=Lar'. 

Nel primo caso infatti preso un piccolo intorno del punto x 
che poi si farà impiccolire indefinitamente, il limite inferiore 
comune /| di K e l'r in quest'intorno finirà per differire tanto poco 
quanto ei vuole da ir e da /Vi ^ nel secondo caso il limite supe- 
riore comune L| di L^. e di LV finirà per differire tanto poco 
quanto si vuole da \jr e da L',, e perciò si avrà respettivamente 
?r=/'xi e Lj.=LV come abbiamo enunciato; talché, particolarizzando, 
si può anche aflermare che, negli intervalli nei quali sono finite e 
continue, le funzioni ir e /V, limiti inferiori dei rapporti incre- 
mentali destro e sinistro di f{x) nel punto x^ sono le stesse, e cosi 
pure accade per le funzioni L^r e LV, limiti superiori degli stessi 
rapporti, pei punti x degli intervalli nei quali sono finite e con- 
tinue. 

140. La considerazione dei numeri / e L conduce a una pro- 
prietà molto notevole delle funzioni finite e continue. Però prima 
di dimostrare questa pro}ìrietà è utile premettere alcune osser- 
vazioni intorno ai rapporti incrementali. 

Sia perciò f{x) la solita funzione finita e continua nell'inter- 
vallo (a, b). Prendiamo in questo intervallo una porzione qualsiasi 
(a, p), e consideriamo in essa la funzione: 
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Osservando che questa funzione o deve essere sempre nulla, 
o in un punto determinato x^ interno all'intervallo (a, P) deve 
avere un massimo o un minimo (§. 71), si vedrà subito che fra a 
e p vi sarà sempre almeno un punto inferno determinato x^ tale 
che per tutti i valori positivi di h inferiori a un dato limite si 
avrà sempre: 

Tp(.t*|±/i) — 'f{i'i)^Oy o sempre: f(xi±h) — 'f('*i)>0, 
e quindi sarà o: 

iu A-M-/0~Afi)<-AP)zA?) ,.fi^^rA)-fi'-i)^mzM 

o: 

^-^r " h - p-a ■'''• " -A - p-a • 

D'altra parte se la funzione 'f(.r) fra a e p non avrà altri 
massimi o minimi, o ne avrà soltanto un numero finito, allora, 
scomponendosi l'intervallo (a, p) in intervalli di ampiezza finita 
in alcuni dei quali la funzione stessa ^(x) è sempre crescente e 
negli altri è sempre decrescente, per ogni punto x di questi inter- 
valli (gli estremi esci.) e per tutti i valori di h inferiori a dati 
limiti si avrà sempre: 

fix±h)-f{x ) m)^f{^) ^(^.±A)_/(,.) /•(p)_/-(a)^ 

±h - " p-a 'Osempre.--^ -^ --___, 

mentre se la funzione 'f (,/) fra a e p avrà un numero infinito di 
massimi e minimi, allora insieme a infiniti jnmti ./'^ pei quali si 
hanno le (1) esisteranno anche infiniti punti a\ pei quali si hanno 
invece le (2); quindi, riassumendo ora coli' osservare anche che 

i rapporti incrementali destro e sinistro, e così anche —~^-^^ 

sono sempre compresi. fra / e L, si potrà evidentemente asserire 
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che: * in ogni porzione (a, p) deirintervallo (a, b) nel quale f(x) 
" è finita e continua e a cui appartengono i numeri limiti / e L, 

* esistono sempre: 

** 1." Infiniti punti .Vj pei quali il rapporto incrementale destro 

* , ^ quando // è ridotto sufficientemente piccolo si 

* mantiene sempre compreso fra l e -^ — -^ . 

* 2." infiniti punti ,/•, pei quali si ha questa proprietà stessa 

* pel rapporto incrementale sinistro — * — i -JJ-k , 

** 3." infiniti punti .r^ pei quali il rapporto incrementale destro 

* - — -y- - —L-^-^- (juando /* è ridotto sufficientemente piccolo è 

* sempre compreso fra -^ — - — - e L. 

** 4." infiniti punti x^ pei quali si ha questa proprietà stessa 

* pel rapporto incrementale sinistro. 

* E se la funzione: 

?(.r)=/-(.r)-/Ka)-^|/-(?)-/((a)| 



^ fra a e p non avrà infiniti massimi e minimi, allora fra a e )3 

* esisteranno anche degli intervalli di ampiezza finita in ogni 
■ punto ./; dei (piali ambedue i rapporti incrementali destro e 

* sinistro -^^ — — , " -, r - -- coir impiccolire di h fini- 

/* — /* 

* ranno per rimanere sempre compresi tra re- y — -, e esi- 

p— a 

* steranno pure degli intervalli di ampiezza finita in ogni punto x 

* dei quali gli stessi rapporti incrementali iìniranno per restare 

* sempre compresi fra - \. e L; e si gli uni clie gli altri 

,j— a 

** di questi intervalli saranno in numero finito e riempiranno Tin- 
** tervallo totale (a, j3) 8UCce<lendosi alternativamente „, 
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141. Premesse queste osservazioni generali sui rapporti incre- 
mentali, possiamo ora facilmente dimostrare la proprietà cui 
alludevamo in principio del paragrafo precedente. 

Ricordiamo infatti che, se / e L sono i soliti numeri limiti 
corrispondenti all'intervallo (a, i) e se / è finito, esisterà fra a e 6 
(§. 138) un punto ./•/ tale che in alcuni punti x' di ogni suo intorno 
per infiniti valori positivi di //, il rapporto incrementale destro 

• 'r- - differirà da / meno di una quantità arbitrariamente 

Ih 

piccola data s^, o in altri termini esisteranno fra a e i infiniti 
sistemi di punti a e j5, che comprenderanno o nò il punto Xi ma 
uno almeno dei quali sarà vicino quanto si vuole a a*/, tali che il 

rapporto --^ - abbia un valore /-f-s (s posit. e <j^{) che diflFe- 

risce da / tanto poco quanto si vuole; e similmente se L è finito 
esisteranno infiniti sistemi di punti a e p tali che il rapporto stesso 

- 7- - - - abbia un valore L — s (s posit.) che differisce da L sol- 
tanto della quantità arbitrariamente piccola data e; e se Z L sono 
infiniti esisteranno pure infiniti sistemi di punti a e p pei quali il 
rapporto stesso è maggiore in valore assoluto di quella quantità 
che più ci piace e ed è del segno di Z o di L respettivamente. 

Si dedurrà da ciò che le porzioni (a, p) dell'intervallo (a, h) 
considerate nel paragrafo precedente possono sempre intendersi 

prese in modo che cpiando leL sono finiti si abbia — y-- =/ }-s, 

-' - =L — s; e se una o tutte e due le quantità l eli sono 

infinite, la porzione (a, fj) potrà intendersi presa in modo che 

- Y abbia il segno di / o di L e sia maggiore in valore 

assoluto di un numero dato positivo e arbitrariamente grande e. 
Oltre a ciò poi, so considerando insieme alla funzione data f{.r) 
lo infinite funzioni 'f(./)=/*(.r) -|j,.f--v che si ottengono da f{j') 
col togliervi (o aggiungervi) le funzioni di primo grado »j.r } v, 
e riguardando come distinte soltanto quelle fra queste funzioni 
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clic differiscono pel valore di |i, si troverà che fra le funzioni me- 
desimo f{.c) e z{,v) non ne esiste alcuna o Intt'al più ne esiste 
soltanto nn innnero finito che abbiano fra a e b infiniti massimi 
e minimi, allora evidentemente si potrà intendere che i punti a e p 
3Ìano scelti in modo che oltre a soddisfare alle condizioni prece- 
denti soddisfino anche all'ultra condizione che la funzione: 



A'n~r{'x)-,^_^]m--f(M 



non abbia fra a e b un numero infinito di massimi e di minimi; 
quindi, applicando alle por/ioni (a, [j) così determinate i risultati 
del paragrafo precedente, colTosscTvare anche che invece di par- 
tire dall'intervallo totale (a^ h) si può partire da qualunque sua 
porzione («', //), salvo a prendere allora per / e L i valori corri- 
s])ondenti a (piesta porzione, si concluderà ora senz'altro che: 

Se veir inferrano (V/, b) la funzione /*(>) è finita e continmiy e 
sei eli nono i numeri limiti inferiori e superiori dei suoi rapporti 
incrementali per una porzione qualsiasi (a\ b') dclV intervallo stesso 
(e/, />), /// quelita porzione (Ve', /;'): 

1." Se l è finito, esistoìio sempre infiniti punti x^ pei quali il 

rapporto incrementale destro — ' ,— -— , e infiniti punti oc^ 
pei quali il rapporto incrementale sinistro -— — -j——~i col- 

tir 

Vavricinarsi indefinitamente di h a zero per valori positivi, se non 
tende verso un limite determinato (ciò che sarebbe il caso della 
esistenza della derivata a destra o a sinistra nei punti .r^ o nei 
punti .r^) oscilla però soltanto fra i limiti l e l-\-ò discosti fra loro 
e da l soltanto di una quantità s minore di una quantità arbitra- 
riamente piccola, data anticipatamente^ S|. 

2." Se anche L è finito, esisttmo pure infiniti altri punti r^ pei 
quali il rapporto incrementale destro, e infiniti punti ,r^ pei quali 
il rapporto incrementale sinistro colV avvicinarsi indefinitamente 
di lì a zero, se non tende verso un limite determinato, oscilla però 
soltanto fra i limiti L — • e L discosti fra loro e da L di una 
quantità s minore di una quantità qualunque arbitrariamente pic- 
cola, data anticipatamente^ s^. 



r 
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3° Se I o h luti! e due questi Umili nono intuiti, esistono 
infiniti punti Xf pei quali il rapporto increntettlale destro, e infiniti 
punti Xi pei quali ti rapporto incrementale sinistro, se tion ha per 
■limite ± X , oseilla perà soltanto fra numeri della slesso segno di l 
di L respativamenle, e maggiori in valore assolalo di una ipian- 
arbitrariainents grande, data avanti, e; e in tatti e tre questi 
\t i punti Xj potranno tulvoltu coincidere coi punti .Cj, 
4,° E infine se la funzione f{;x) fra a' e b' non avrà mai un 
tero infinito di massimi e minimi e non verrà mai ad aequi- 
Èlarli to'jliendoBÌ (o atjtjiHngendapi) qualsiasi famione di primo 
grado jj,r-|-v, o anche se fra le infinite funzioni f{x)~~\i.x—v che 
rosi si ottengono (la f(x) in-^lus.) ne esiste soltanto un numero fittilo 
(differenti fra loro pel valore di ^) che fra a' e h' abbiano un 
mimerò infinito di massimi e tninimi, allora nella porzione {«', h') 
esisteranno anche degli intervalli di ampiezza finita in ogni punto 
dei quali le indicate particolarità sì verificheranno ad un tempo 
pel rapporto increinentitle destro che per quello sinistro. 
142. Il teorema dimostrato presenta, a quanto mi parp, una 
particolare importanza, e ciò si fa anche piil manifesto quando si 
liistinguaQo le funzioni in funzioni di prima e di serouda specie 
disse al 3. 134. Per le funzioni di prima specie infatti, il 
irema precedente, mentre ci lascia in dubbio se possano esistere 
nò funzioni finite e continue di prima specie che non hanno 
derivata determiuata e finita a destra o a sinistra dei punti 
dell'intervallo (a, b) nel quale si considerano, ci assicnra però che 
in qualsiasi porzione dello stesso intervallo devono sempre esi- 
stere infiniti pnnti .e, pei quali il rapporto incrementale destro, 
mSniti punti .r^ pei quali Ìl rapporto incrementale sinistro col 
idere di A a zero, se non ha un lìmite determinato e finito, 
Ila però soltanto fra limiti finiti che sono ristretti più di una 
tibà data anticipatamente, piccola a piacere, e che variando 
j possono quindi ristringersi ognor più e rendersi 
trenti l'uno dall'altro tanto poco quanto si vuole; talché in 
certo modo, per le funzioni di prima specie, in infiniti punti di 
qualsiasi intervallo ci si avvicina sempre così al caso della esi- 
stenza di una deriviila finita e determinata, ainicno da una parte 
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degli stessi punti, senza però poter dire che si debbano sempre 
necessariamente trovare dei punti nei quali questa derivata, anche 
considerata soltanto a destra o a sinistra, esiste effettivamente. 

E nel caso delle funzioni di seconda specie in un dato inter- 
vallo, il teorema dimostrato ci permette di dire che esistono sem- 
pre in questo intervallo infiniti punti jì\ pei quali il rapporto 
incrementale destro, e infiniti punti x^ pei quali il rapporto incre- 
mentale sinistro, se non ha per limite l'infinito, finisce però per 
restare sempre dello stesso segno e superiore in valore assoluto 
a numeri arbitrariamente grandi dati anticipatamente, e che 
vnriamlo i punti x^ o x^ possono quindi • supporsi presi grandi 
quanto si vuole; talché anche per queste funzioni ci «i avvicina 
sempre in certo modo al caso in cui la derivata almeno da una 
parte degli stessi punti esiste essendo infinita, senza però poter 
dire che debbano sempre trovarsi necessariamente dei punti nei 
quali la derivata anche considerata soltanto da una parte è efl^et- 
tivamente infinita. 

143. Fondandosi poi sull'ultima parte del teorema dimostrato, 
e a complemento di essa, si può anche aggiungere che: Se f(x) 
b una funzione che in tutto un intervallo (a, 6), nel quale è finita e 
continun, non ha infiniti massimi e minimi e neppure li acquista 
tofjliendole (o afjfffiungendole) qmtkiasi funzione di primo grado 
|i.r-(-v, anche se fra le infinite funzioni f(j') — \ii' — v che così 
si ottengono {la f(r) inclus.) ne esistono soltanto alcune in numero 
finito (distinte fra loro pel valore di \l) che fra a e b abbiano un 
numero infinito di ma.ssimi e di minimi, allora */* infiniti punti di 
ogni porzione comunque piccola dell* inter callo dato la sua derivata 
intesa nel senso ordinario dovrà necessariamente avere un valore 
determinato e finito; senza però escludere con (piesto che in ogni 
intervallo possano anche esistere infiniti altri punti nei quali di 
una tal derivata non può alFatto parlarsi. 

In questa ipotesi infatti, per quanto si disse al §. 1 33, e 
come risulta subito anche dalle osservazioni del §. 140, in qua- 
lunque porzione del P intervallo dato devono esisterne infinite altre 
(oc, p) nelle quali uno almeno dei numeri / e L che loro corrisponde 
Jia un valore finito; e se questo è p. es. /, entro (a, p) esisteranno 
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altre porzioni («j, p^) in ogni punto delle quali i rapporti incre- 
mentali destro e sinistro saranno ambedue compresi fra l e ? |-s, 
essendo e nn numero dato positivo e ari )i trariamente piccolo. 

Similmente se /^ (^fC/^fCJ+s) è il valore di / corrispondente 
alla porzione (a^, (5,), da questa porzione si potrà sempre estrarue 
un altra (o^, p^), i cui estremi non coincidano ne con a, né con p^, 
e in ogni punto della quale i rapporti incrementali destro e sini- 
stro finiscano per restare sempre compresi fra /^ e 'j+ò»? ^ ^^sì 

continuando, con un processo analogo a quello seguito al §. ().*i e 
anche in altre occasioni, si vede chiaramente che si giungerà sem- 
pre almeno a un punto limite inferno alT intervallo (a, p) nel quale 
i rapporti incrementali destro e sinistro avranno uno stesso limite 
determinato e finito l che sarà la ordinaria derivata di f{x) in 
quel punto ; talché il teorema enunciato sopra può dirsi comple- 
tamente dimostrato. 

144. Non si deve poi lasciare di notare che, siccome nel (*aso 
attuale (come già abbiamo detto) in ogni porzione dell' intervallo 
dato ne devono sempre esistere altre nelle quali uno almeno dei 
numeri corrispondenti / e L è finito, basterà ricordare quanto si 
trovò nel §. 140 per potere subito concludere con tutta facilità 
che: Se una funzione finita e continua /\.r), in un dato intervallo 
(rt, h) non ha mai infiniti massimi e minimi e neppure li acquista, 
togliendovi {o aggiungendovi) (jt^dsiasi funzione di primo grado 
|tr-j-v, anche se fra le infinite funzioni fi^j) — [).x — v che così si 
ottengono (la f{x) incl.) ne esiste soltanto un numero finito (diffe- 
renti fra loro pel valore di p.) ch^ fra a e h abbiano un numero 
infinito di massimi e di minimi, allora in qualunque porzione 
(«', b') delV intervallo dato ne esisteranno sempre altre di ampiezza 
finita nelle quali i rapporti incrementali destro e sinistro finiscono 
per restare sempre numericamente inferiori a un numero finito; e 
se nella stessa porzione (a\ b') la funzione non è sempre costante, 
esisteranno in essa anche degli intervalli di ampiezza finita nei 
quali i rappoìii incrementali oltre a restare sempre finiti si man- 
tengoìio anche discosti da zero piti di una quantità determinata e 
hanno tutti lo stesso segno, per modo che in queste porzioni la 
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derivata ordinaria nei punti ove esiste, oltre essere finita, è anche 
differente da zero, e ha sempre un medesimo segno. 

145. I teoremi dimostrati negli ultimi paragrafi mi sembra 
siauo quelli da sostituirsi al teorema che fino a questi ultimi tempi 
si poneva come fondamento del calcolo differenziale in tutti i 
migliori trattati, quello cioè della esistenza almeno in generale 
della derivata di ogni funzione finita e continua. Essi poi per la 
loro generalità potranno forse condurre a quelle idee e a quei 
principi su cui potrà fondarsi un calcolo più generale di quello 
differenziale che si applichi anche ai casi in cui la derivata della 
funzione finita e continua che si considera non esiste. 

Del resto i risultati precedenti possono anche rendersi assai 
più completi nel modo seguente. 

Ritorniamo perciò alle funzioni Ix e L, limiti inferiori e supe- 
riori respettivameute dei valori del rapporto incrementale destro 

— . — — ^ corrispondenti ai varii valori che può avere // da 

a b — X (0 esci.) pel valore speciale x della variabile; e torniamo 
pure a considerare le funzioni analoghe /V e L', pel rapporto 
incrementale sinistro. 

Come abbiamo già osservato nel §. 13C le funzioni /, e L^ 
per of/ni valore speciale che si attribuisca ad a: fra a e 6 (b esci.) 
possono anche considerarsi come funzioni di b per tutti i valori 
di b compresi fra il valore che si considera per .v (x esci.), e il 
valore che fu dato originariamente per b come estremo dell' inter- 
vallo. Così essendo, è chiaro che se s' impiccolisce continuamente b 
facendolo avvicinare indefinitamente ad »/*, la quantità /, crescerà 
o rimarrà invariata, mentre la quantità L, decrescerà o rimarrà 
invariata, e quindi Ir e Lj. tenderanno (§. 25) verso due limiti 
determinati (finiti o infiniti) X^r e A;^, che potraiino considerarsi 
come limiti superiori e limiti inferiori respettivamente delle quan- 
tità Ir e Lr pei varii valori di /; fra x e //; e evidentemente questi 
numeri X-j. e A,, indipendenti cosi dalla ampiezza dell' intervallo 
((/, b) e dipendenti solo dalla natura della funzione f(x) negli 
intorni di x a destra, godranno della proprietà che, indicando con s 
un numero positivo piccolo a piacere, il rapporto incrementale 
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destro di f(x) col tendere di /* a zero finirà per mantenersi sem- 
pre compreso fra X, — s e Ax+s se >vr e A,, sono finiti, o oscillerà 
£ra numeri arbitrariamente grandi positivi e negativi se 'k,= — X) 

e Ajr=-|-^ 1 ©e. 

Se dunque X, e A^ saranno eguali e finiti, la derivata di f(.v) 
a destra di x esisterà e sarà eguale a A, o )^; e se X, e A, saranno 
ambedue uguali a -|- oo , o ambedue uguali a — X) , questa deri- 
vata sarà uguale a -(-o) o a — oo respettivamente ; mentre se X, 
e A, saranno differenti fra loro, la derivata di /*(r) a destra del 
punto X non esisterà, e il rapporto incrementale destro col tendere 
di h a zero non tenderà verso alcun limite detenninafco, e, mante- 
nendosi pur sempre continuo rispetto ad //, quando X^. e A, sono 
ambedue finiti oscillerà fra X^ — s e A^+s, ove s è una quantità 
positiva che impiccolendo A può ridursi piccola a piacere; e 
quando X^^ è finito e \r=^x> , oscillerà fra X, — s ex», ec....; e 
per quanto piccolo sia A, finirà che se Xx e Ay sono finiti il rap- 
porto incrementale destro prenderà sempre anche dei valori vicini 
quanto si vuole a X^ e dei valori vicini quanto si vuole a A, e 
compresi propriamente fra X, — s^ e Xa.4 e^, e fra A^. — e^ e Aj.+»i 
respettivamente, essendo e^ e Sj numeri positivi arbitrariamente 
piccoli; mentre se p. es. A^. è infinito, lo stesso rapporto incre- 
mentale finirà per prendere anche valori dello stesso segno di A^. 
e numericamente grandi quanto si vuole, ec 

Per ogni punto ,v poi (6 esci.) questi numeri determinati X, 
e A, dovranno considerarsi insieme quando la derivata a destra 
di X non esiste (né finita né infìiìita), mentre si ridurranno a uno 
solo finito o infinito quando questa derivata a destra esiste ed ò 
finita o infinita. 

Considerati poi per tutti i valori di x in tutto l'intervallo 
(a, b) {b esci.), i numeri X^ e A^ costituiranno due funzioni deter- 
minate di X, continue o nò, finite o infinite, in tutto Y intervallo 
{h però esci.), e ammetteranno respettivamente un limite infe- 
riore X e un limite superiore A finiti però o infiniti essi pure. 

Pel rapporto incrementale sinistro, si avranno due funzioni 
analoghe X'x e AV in tutto l'intervallo (a, h) {a esci.), e queste 
pure avranno respettivamente un limite inferiore X' e un limite 
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suporiore A' finiti o infiniti; talché si hanno cosi ila considerare 
quattro funzioni ad un teni]ìo a,, Aj., X',, A', le quali si ridur- 
ranno ad una nel raso soltanto in cui la derivata intesa nel senso 
ordinario esiste in tutti i punti del P intervallo ed è finita o infi- 
nita e determinata di sciano, si ridurranno a due nei casi nei quali 
si ha una derivata a destra e se ne ha pur una ma difterente a 
sinistra, si ridurranno aiìcora a due o a tre quando esiste soltanto 

la derivata a destra o soltanto quella a sinistra, ec 

L'intervallo A,.— >X3. da >^ a A, che viene così ad essere i! 
campo nel quale finiscono per oscillare continuamente i valori 

del rapporto incrementale destro — — .- -- ' quando // tende 

a zero per valori positivi, sarà detto d'ora innanzi oscillazione di 
quel rapporto nel punto r, o meglio omll azione deriratoria destra 
della funzione /\.r) pel valore x della variabile. Similmente la 
ditterenza AV-XV «Jini detta oscillazione del rapporto incremen- 
tale sinistro o oscillazione deriratoria sinistra di f(^r). Per brevità 
di linguaggio poi le funzioni X^, A,, XV, A'^ saranno talvolta 
chiamate gli estremi oscillatorii inferiori o superiori respettiva- 
mente del rapporto incrementale destro o sinistro. 

140. Osserveremo ora che i numeri X e X' limiti inferiori dei 
valori di X^ e XV nei punti dell' intervallo (^/, ò), e i numeri A e A' 
limiti superiori dei valori di A^ e AV nei punti dello stesso inter- 
vallo, sono uguali fra loro respettivamente e ai numeri limiti 
/ e L considerati nei paragrafi precedenti. 

Si osservi infatti che se l fosse differente da X, o L differente 
da A, per le definizioni di questi numeri potremmo soltanto avere 
Z<X, o L>X. 

Ma, supponendo p. es. che / e X siano finiti, e ammettendo 
che fosse Z<0, sé s'indica con {x un numero compreso fra / e X, 
e con e un numero positivo inferiore a X — ii, si vede subito che 

il rapporto incrementale destro — . -- -- corrispondente a 

un valore qualunque ic della variabile fra a e 6, coli' impiccolire 
di h per valori positivi finirebbe per mantenersi sempre superiore 
a Xjr-5 e quindi anche a X-s; e perciò la funzione ?(»>t')=A*^)~K^ 
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per offui valore di x fra a o i, coli' impiccolire di // por valori 
positivi, finirebbe per soddisfare sempre alla disegnaj^lianza 

^ 7 — ^—^0^ cioè rp{x) sarebbe sempre crescente. 

D'altra parte, per la definizione di / vi dovrebbero essere 
alcuni punti ìT fra a e i (i esci.), e alcuni valori positivi di h pei 

quali — j- fosse vicinissimo ad / e quindi anche inferiore 

a |i, e allora sarebbe ^(x-\-h)<jp{x)y ciò che è contradditorio; 
quindi, poiché ragionamenti simili possono farsi nel caso in cui 
/ o X o tutti e due siano infiniti (ammettendo anche cioè che 
potesse essere 1=— oo , X=a) ), e nel caso anche in cui L>A, 
si conclude che dovrà essere X=X'=/, e similmente A=A'=L. 

I limiti inferiori sono dunque gli stessi per le funzioni X^, 
X'ari Ixì e l'xì e così i limiti superiori sono gli stessi per le funzioni 
Aa-, A'a-, lir» « L'^. Noi li indicheremo d'ora innanzi con X e A 
respetti vamente ; e così, per quanto ora abbiamo dimostrato, 
questi numeri limiti X e \ degli estremi oscillatorii corrispondenti 
(dV intervallo (a, &), oltre a comprendere i vcdori di tutti questi 
estremi oscillatorii stessi, comprenderanno anche i valori di tutti 

i rapporti incrementali — -^^ti---— , qualunque siano i due punti 

,r e x±li fra a e b (a e h incL). E si può notare che restano ora 
conseguenze immediate di questa proprietà la seconda parte del 
teorema del §. 71 e i teoremi dei §§. 79 e 135; come può notarsi 
anche che quando i numeri X e A relativi a un dato intervallo 
siano uguali fra loro, allora siccome i numeri X e A corrispon- 
denti alla funzione f{x)—\x saranno zero, la funzione data f(x) 
non sarà altro che la finizione di primo grado Xr-f-v, ove v è una 
costante, ce. . . . 

147. Oltre a ciò poi è facile vedere che le funzioni Xx e X', 
hanno anche uno stesso limite superiore che è quello delle fun- 
zioni Ar e A'x cioè A, e le funzioni A^ e A'^ hanno uno stesso 
limite inferiore che è quello delle funzioni X, e XV cioè X. 

Supponendo infatti dapprima che il limite inferiore X di X« 
e X'o; sia finito, e ricordando quanto si dimostrò nel §. 141, si 

i3 
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vede subito che esistono infiniti punti u\ poi quali il rapporto 

incrementale destro ■— — — LSuìl quando h è ridotto suflScien- 

temente piccolo, varia soltanto fra X e X+s, essendo s un numero 
positivo arbitrariamente piccolo. 

Da ciò si deduce che l'estremo oscillatorio Ar^ corrispon- 
dente ai punti x^ sarà compreso anch'esso fra X e X-j-s; quindi, 
poiché evidentemente A, non può mai essere inferiore a X, si 
conclude subito di qui che il limite inferiore di Ag sarà precisa- 
mente X. 

In modo simile si vedrebbe che se X= -co , il limite inferiore 
di A, è precisamente — x> cioè X, come anche si troverebbe che 
il limite supcriore di X, è precisamente A; dunque, si può ap- 
punto concludere che //// cMremi oscillf (torti infcrìon e superiori 
destro e sinistro X^, A,, X'^, AV hatttfo tutti e quattro uno stesso 
limite inferiore, e uno stesso limite superiore in qualsiasi j^arzione 
deir intervallo nella quale si considerino; e quindi, come ora è 
ben naturale, e come risulta del resto anche dalla dimostrazione 
precedente, gli estremi X, e A^- si avvicinano contemporaneamente 
in infiniti punti ai loro limiti superiori o ai loro limiti inferiori 
quando questi limiti sono finiti, o crescono insieme indefinita- 
mente quando questi limiti sono infiniti; e lo stesso accade per 
gli estremi X'x e A'^. 

148. Queste proprietà notevolissime pongono in evidenza le 
grandi singolarità delle funzioni che rappresentano gli estremi 
oscillatorii superiori e inferiori (piando questi estremi non costi- 
tuiscono una funzione unica, cioè quando non esiste la ordinaria 
derivata. 

1." Apparisce infatti di qui in primo luogo che: .9^ le funzioni 
"kx e Ax sono sempre finite e non sono sempre uguali fra loro, esse, 
pure potendo differire Vuna dall'altra in ogni punto, sono tali 
però che in infiniti punti di ogni porzione comunque piccola del- 
Vintervallo in cui si considerano sono vicine V una alValtra quanto 
si vuole, mentre in infiniti altri punti della stessa porzione pos- 
sono differire Tuna dall'altra di quantità sensibilissime che pos- 
sono anche raggiungere ma non superare la quantità A — X; e lo 
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accade delie fumimi X', e vV'^. (iuesto poi equivale a dire 
ift funzione Ai—X^ che rappresenta !o oscillazioni dprivatorie 
destre, e cosi l'altra A', — X', che rappresenta le oscillazioni derì- 
vatorie sinistre, sono tali che per ciascuna di esse in vicinanza 
di qualsiasi pnnto degli intervalli nei quali gli estremi oscilla- 
torii del rapporto incrementale sono finiti esistono ìaGniti punti 
nei quali esse sono prossime a zero quanto si vuole; per modo 
che se p. es, la funzione Ai— X^ costituita dalle oscillazioni deri- 
rie destre è continua in un punto x\ essa in quel punto ■!■ 
■à essere zero fg. 45), e perciò nello stesso pnnto la funzione 
/■(x) avrà la derivata a destra finita e determinata. 
E così in particolare se in ogni punto di un intervallo (a, h) 
■esci, se hZ>a) gli estremi oscillatorii di una funzione sono finiti, 
oscillazione derivatori» deatra costituisce una funzione finita 
intiiiua in oguì punto, essa sarà sempre zero, e la funzione 
ammetterà sempre la derivata a destra finita e determinata. 
ì." Estendiamo ora. per brevità di linguaggio, Ì concetti di 
continuità e di discontinuità di prima o di seconda specie che si 
hanno pel caso delle funzioni sempre finite; dicendo cioè che 

Pia funzione che in un limito x^ ha un valore infinito, p. (S. + a; , 
eontiuuap.es. a destra di -Vg quando il lìmite dei valori che essa 
I a destra di Xg è -j-co , ed è continua in a:^ in modo assoluto 
HHatìdo d limite dei valori che essa ha a destra e a sinistra di .Cg 
f -\-x. , ce. . .; allora valendosi del teorema del paragrafo pre- 
cedente si potrà anche dimostrare che: se uno dci/li estremi oscil- 
'atorii, p. es. X,,, in un punto a^{, interno all'intervallo che si consi- 
<Ura è continuo {essendo però finito o infinito), gli altri estremi 
-\iiX',, A', nel punto x^ saranno anch'essi continui e uguali a Xr^, 
f la funzione data f{x) nello stesso punto x^ ammetterà una deri- 
i-'ita ordinaria determinata (finita però, o infinita e determinata 
■Il sfjrHo) {*). 

I') A ecUMD di cquitMì, ^Tvettiima mpIlcitinuiDtti cbs, quando ti <]iri che 
iiiJi funiionB in on ponto z„ ha U di^tirnta lordiuDrlB) detorniiniU o. jilù BeiU[,ll- 
;iiniit(, niiiinottc In derivRls lord in urini, suoi' altra limilniÌDUO, l'i ii te ii disili sempre 
'l'includere tanto ii casd in cui quentu deriratn A ilntta. quinto qucUo lu ciil «sa è 
iullalt* ■ deterniipit* di segna (per Diodo cìoì cbe «l la deririU a doatra ohe quella 
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Preso infatti un intorno piccolissimo (.t'y — Sq, -^o"!"^!) ^^' 
punto .^Q, in questo intorno i limiti superiori e inferiori della 
funzione X,, e quindi anche delle altre A,, >^,'A'x, quando >of^ è 
finito diflferiranno da \ro di una quantità che coli' impiccolire di b^ 
e Sj potrà rendersi piccola quanto si vuole, e quando Xy^ è infinito 
saranno luimericamente maggiori di quella quantità che più ci 
piace e e avranno il segno di Xjr„; quindi le stesse particolarità 
si avranno anche per le quantità XV^, A^^^, e A^o» e perciò le 
quantità "kj- , A^ , X'r e A V ? nel punto Xq avranno tutte per 
valore X^o e saranno continue, come appunto abbiamo enunciato. 
3." In particolare dunque: se una fnnzione è (aie che uno dei 
suoi estremi oscillatoni sia sempre continuo in tutti % punti interni 
a un intervallo (a, 6), essa in questi punti avrà sempre la sua deri- 
vata ordifiaria determinata e continua, e uguale a questo estremo 
oscillatorio stesso; e se ììcIV intorno di un 2^unto interno alVinter- 
vallo dato una funzione f(x) amnwtt^ sempre la derivata a destra^ 
e in quel punto questa derivata è continua, la derivata a sinistra 
fwllo stesso j)unto esisterà pure e sarà ugnale a quella a destra, e 
quindi esisterà la derivata ordiìwria (finita pero^ o infinita e de- 
terminata di segno); talché, più particolarmente ancora si può dire 
che: se la funzione stessa f{x) ammetterà la derivata a destra in 
tutti i punii interni a un dato intervallo, e questa derivata sarà 
sefnpre finita e continua^ in ciascuno di quei punti la derivata a 
sinistra esisterà pure e sarà ugunle a quella a destra, e quindi 
esisterà sefnpre la derivata ordinaria e sarà una funzione finita e 
continua in quahiìique porzione dell' intervallo che non termini ai 
punii (stroni a oh. 

Nei punti estremi poi potranno aversi delle singolarità. Però 
se, trattandosi p. es. deirestremo ft, con a<Ch^ le derivate prese a 
destra dei punti che trovansi a sinistra di 6, coiravvicinarsi inde- 
finitamente di questi punti al punto 6, hanno un limite finito o 
infinito, allora si vede subito (e ciò del resto risulterà come caso 

a sinistra siano arabcilue 4- oo « o siano ambedue »x ) — . E si noterà che por questa 
scmplicizzaziont di liuguairgio, i teoremi dei §§. 71 e seg., nei quali si trora la coudi- 
zione che la derivata della fuuzio)i6 sia determinata e finita, o infinita e determinata 
di segno, vengono tutti relativi al caso in cui questa derivata ò determinata. 
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particolare anche da quanto diremo nel paragrafo seguente) che 
questo limite sarà precisamente la derivata presa nel punto /; a 
sinistra. E cosi in particolare, se questo limito è finito, e se la 
derivata presa a destra dei punti interni dell'intervallo («, h) è 
sempre finita e continua, e si sa che tale è pure quella a destra 
di a, o almeno si sa che avvicinandosi ad a indefinitamente esiste 
un limite determinato e finito pei valori delle derivate a destra, 
allora evidentemente si potrà anche aggiungere che la derivata 
(ordinaria) di f{x) esiste sempre in tutto T intervallo (a, h) e costi- 
tuisce ima funzione finita e contiima nelP intervallo stesso. 

4.** Di qui poi apparisce pur chiaramente che: se in og^ìii punto 
di un dato intervallo la derivata di una funzione ]}resa sempre 
da una stessa parte esiste ed è finita ma discontinua, o e infinita 
in alcuni punti^ la derivata presa dall'altra parte^ o non esisterà 
presenterà singolarità dello stesso genere, potendo però avvenire 
che quest'ultima derivata invece di essere infinita abbia soltanto 
per limite superiore {o i/nftriore) dei suoi valori l'infinito; e in 
particolare anche : se la derivala a destra è sempre deteìininata 
e finita, e è totalmente discontinua, quella a sinistra o non esisterà, 
ose esiste sarà aneli essa totalmente discontinua; mentre invece se la 
derivata a destra sarà seìnpre determinata e finita e costituirà uìui 
fun^ioìie punteggiata discontinua, in infiniti punti di qualunque 
porzione comunque piccola dell' intervallo dato, dovrà esistere anche 
la deiivata a sìnistì-a e essere uguale a quella a destra, per modo 
die negli stessi punii esisterà anche la derivala ordinaria; talché 
si può anche asserire che: se esiste una funzione finita e continua 
la cui derivata a destra in tutti i punti di un dato intervallo sia 
sempre determinata e finita, mentre quella a sinistra non esiste 
in nessun punto, o almeno dove esiste è sempre differente da qudla 
a destra, questa derivata a destra dovrà essere una funzione total- 
mente discontinua in qualunque j^orsione delV intervallo dato. 

5." In ogni caso poi, osservando che in qualunque intervallo 
gli estremi oscillatorii destro e sinistro di una funzione hanno 
tutti lo stesso Ihnite inferiore e lo stesso limite superiore, eviden- 
temente oltre a pot^r dire in geiiorule che: quando i varii estremi 
oscillatorii sono finiti^ le loro oscillaeioni in qualunque jìorjsione 
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(a\ b) dcìVintervaìlo dato (a o V csd.) sano sempre uguali fra 
loro, si può asserire in particolare che : quando le derivate di una 
funzione prese a destra e a sinistra nei punti di un dato intervallo 
sono entrambe ddet minate e finite, le oscillaeioni delle derivate 
jyrese a destra dei punti di una porzione qualsiasi (a, 6') dello 
stesso iìUervallo {b' esci, se a<CJ)') sono uguali alle oscillazioni 
delle derivate j^rese a sinistra degli stessi punti (a ora csd.); e 
per il teorema del §.141 si può dire anche che: in questo caso in 
infiniti punti della stessa porzione (a', V) % valori ddla derivata a 
destra differiscono tanto poco quanto si vuole dai valori che prende 
la derivata a sinistra negli stessi punti o in altri punti della 
porzione medesima. 

149. Oltre ai risultati precedenti, se ne hanno altri non meno 
notevoli che servono loro di complemento o di generalizzazione. 

Si consideri uno degli estremi oscillatori! destri, p. es. Tinfe- 
riore Xa-, e si supponga che, se ,/'o ^ ^^^^ punto differente da b preso 
nel solito intervallo (a, i), la funzione X, colPavvicinarsi indefini- 
tamente di X a x^) a destra abbia un limite determinato (finito, o 
infinito e determinato di segno) che potremo indicare con X^ry+o • 

Allora, nei punti di ogni intorno suflìcientemente piccolo 
i-f-'oi -^*o+*) ^ destra di ,/.*q {.r^) per ora esci.), i valori di X^:, quando 
Xxy+(» è finito, saranno tutti compresi fra Xj-^+o — o e Xx^-h, -f <J, 
essendo a un numero positivo dato arbitrariamente piccolo, e 
quando Xa-^+o ^ infinito, avranno tutti il segno di X^y+o e saranno 
numericamente maggiori di un numero positivo dato e arbitra- 
riamente grande e; e in forza del teorema del §. 147, se e^ è un 
numero positivo qualunque inferiore a s, in ogni intervallo 
(»rQ-j-£ii -^'o+s) si avranno le stesse particolarità anche per gli 
altri estremi oscillatorii Aj:,X'x', A'^r", talché in particolare i valori 
di X'x e \'x per tutti i punti dell' intorno (.rg, *''\-h^) C^-o esci.), 
e così pure i loro limiti inferiori e superiori X' e A' saranno 
compresi fra X,J+„ — a e X^q+q+'^i o saranno dello stesso segno 
<^ì ^0+0 ® numericamente maggiori di e. 

Ma questi limiti X' e A' sono gli stessi (§. 147)* anche jìei 
valori delle funzioni X^ e A^ nei punti dello stesso intorno 
{'^Oì '^'o^'^) (^'^ ^^'** incl.); (juindi anche X^^,, e A^^^ dovranno godere 
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essi pure delle particolarità suiudicate, e si avrà perciò eviden- 
temente XjTyf Q = X^„ = Ajro= lim \r = lini Aa:= lini X'ar = lim A'x , 
ove i limiti si intendono presi per ,1'=J'q'\-0. 

llisnltati simili si ottengono partendo dalla ipotesi che 
X'x o A'x per a:=^CQ-{-0 abbiano un limite determinato, e anche 
partendo da uno degli estremi oscillatorii sinistri e consideran- 
dolo negli intorni (./q — s, j.-q) a sinistra di ./'^ (col supporre però 
allora cTq differente da rt); quindi si può ora evidentemente con- 
cludere che : per ogìii funsione f{x) finita e continua in un inter* 
vallo (a, 6): 

1.° Gli estremi oscillatorii destri non possono avere mai discon- 
tinnita ordinarie a destra dei punti dello stesso intervallo {b escl.)^ 
e gli estremi oscillatorii sinistri non possono avere discontinuità 
ordinarie a sinistra degli stessi jnmti (a ora escL\ per modo cioè 
die a destra respcttivanuinte o a sinistra dei 2ninti dell'intervallo 
(a, b) gli estremi oscillatorii destri o sinistri sono continui o hanno 
discontinuità soltanto di seconda specie. 

2." Quando in un punto .r^ délV intervallo (a, h) {b esci.) uno 
degli estremi oscillatorii destri^ p. es. }.x^ è continuo a destra, lo 
stesso accadrà anche deWultro estremo oscillatorio destro A^., e 
in .f questi due estremi oscillatorii saranno uguali fra loro, per 
modo che nello stesso punto .Vq esisterà la derivata a destra (finita 
pero infinita). 

3." Nelle stesse ipotesi, anche gli estremi oscillatori sinistri X^ 
e A X nel xmnto .Oq a destra saranno continui o avranno soltanto 
una discontinuità ordinaria, e il loro valore nel punto x^, o il limite 
dei loro valori a destra di Xq, sarà uguale alla derivata a 
destra di x^. 

4.** Se uno degli estremi oscillatorii sinistri X'^ o A'x nel punto 
./q a destra è continuo o ha soltanto una discontinuità ordinaria, 
anche Valtro estremo oscillatorio sinistro presenterà Vana o Valtra 
delle stesse particolarità; e inoltre gli estremi oscillatorii destri X^ 
e A r saranno continui nel punto Xq a destra, e la funzione data 
avrà una derivata a destra determinata e uguale al valore comune 
delle quantità X^^, A^.^, X'^f^+o e A'jcqhi] per modo quindi che la 
derivata presa in un punto Xq a destra non potrà mancare altro 



— 200 — 

che quando in qud punto Xq uno degli <istremi osciUatorii presenti 
una discontinuità di seconda specie a destra; e se ciò accadrà per 
uno di questi estremi osciUatorii accadrà pure per gli altri, E si 
può evidentemente aggiungere che: quando un estrcfìio oscillatorio^ 
le derivate prese a destra o a sinistra vengano ad avere una 
discontinuità di seconda specie in un punto Xq a destra, in questo 
punto Xq i valori drgli estremi osciUatorii destri o dilla derivata 
a destra saranno compresi fra i due numeri entro cui finiscono per 
avvenire le oscillazioni di tatti gli estremi osciUatorii o delle deri' 
vate prese a destra e a sinistra quando ci si avvicina indefinita^ 
mente a Xq dalla sua ])artc destra. 

In particolare poi si può ora asserire che: se nei xmnti x 
di un dato intervallo (a, h) una funzione finita e continua f[x) 
ammette una derivata a destra dr (finita o infinita)^ questa deri- 
vata dx , a destra degli stessi punti dovrà essere continua o avere 
discontinuità soltanto di seconda specie; e se negli stessi j^unti essa 
ammette sempre anche una derivata a sinistra d'x, allora in quei 
punti o; a destra dei quali questa derivata d'x e continua, o ha 
soltanto una discontinuità ordinaria, la derivata presa a destra dx 
sarà continua dalla parte destra e avrà per valore d'x+o\ e vice- 
versa: se il punto X e interno alV intervallo (a, 6), e dx è eoìitinua 
in X a destra, anche d'x nel punto x a destra sarà continua o avrà 
uìui discontinuità ordinaria; talché, riunendo questi risultati ai 
precedenti, si può anche attermare che: se per una funzione finita 
e continua la derivata presa sempre da una parte dei punti di un 
dato intervallo (a, &), p, es, la derivata a destra, /? sempre dder- 
minata, e almeno a sinistra dei punti corrispondenti non ha mai 
discontinuità di seconda specie; anche la derivata a sinistra esisterà 
pure e sarà sempre continua a sinistra {a eh ora esclusi). 

150. Aggiungiamo ora che: se in un interraìlo (a, b) una fun- 
zione finita e continua f{.v) ha sempre una derivata a destra 
dctenninata e finita, e questa derivata dx è zero in (dcuni punti di 
qualsiasi porzione anche ristrettissima ddlo stesso intervallo, e è 
sempre continua a destra di ogni puntOy la funzione data si riduce 
a una costante. In questo cjiso infatti, siccome la funzione dj. in 
ogni punto x^^ è continua a destra, mentre poi in punti a destra 
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di ^^0 e prossimi quanto si vuole a Xq prende il valore zero, sarà 
sempre Jz=0, e quindi si avrà /*(.r)=cost. (§. 70 o §. 146). 

Di qui poi si deduce anche che: se due funzioni y (;r) e 'J;(a:), 
finite e continue in un intervallo (a, t), in tutti i punti di questo 
intervallo (b esci,) hanno sempre le derivate a destra determinate 
e finite, e qu^fe derivate sono uguali in alcuni punti di qualsiasi 
porzione anche ristrettissima dell* intervallo dato, e sono sempre 
continua a deMra di ogni punto, le due funzioni rf{x) e ^(:v) non 
2H)franno differire fra loro altro che per una quantità costante, 
giacché la loro differenza y(.r) — ^{cg) sarà nel caso appunto della 
funzione f{x) del teorema precedente. 

Si può poi osservare che, per quanto si è detto nel para- 
grafo precedente, alla condizione posta negli ultimi teoremi, clie le 
derivate a destra delle funzioni f{x\ o y(x) e '{^(a?), siano continue 
a destra di ogni punto, si può sostituire l'altra che le derivate 
stesse non abbiano mai discontinuità di seconda specie a destra 
dei punti corrispondenti. 

151. Per giuugere ora ad un altro teorema analogo nel quale 
figurano le derivate a destra e a sinistra, dimostriamo prima che: 
quando una funzione finita f{x) è infinite volte discontinua in un 
intervallo (a, b); e ha soltanto discontinuità ordinarie, o almeno è 
tale die in ogni porzione delV intervallo (a, h) esistono sempre dei 
punii nei quali almeno da una paHe è continua o ha soltanto di- 
scontinuità ordinarie, essa sarà sempre una funzimie punteggiata 
discontinua neWinfervallo dato (a, b). 

In questa ipotesi infatti, in ogni porzione dell'intervallo 
(a, b) si potrà sempre trovare un punto interno a:^ tale che i 
valori di f(x) col tendere di x a x^ a destra o col tendere di or a x^ 
a sinistra avranno un limite determinato e finito, e quindi, per 
tutti i punti $, T) di un intorno sufiGcientemente piccolo (a?j, o^^+e) 
del punto a:, a destra, o pei punti |, rj di un intomo pure suffi- 
cientemente piccolo {Xj^ — £,, x^) di 00^ a sinistra (gli estremi al 
più esci.), si avrà in valore assoluto f(^) — f('fi)<j3, essendo a un 
numero positivo arbitrariamente piccolo. 

Segue da ciò che in ogni j)or/ionc di uno almeno dei due 
intorni a destra o a sinistra di x^ i salti della funzione non 
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potranno mai raggiungere o superare il numero o; quindi in 
ogni porzione ileir intervallo (a, h) esisteranno sempre altre por- 
zioni nelle quali la funzione farà soltanto salti inferiori a un 
numero positivo dato comunque piccolo o, e la funzione stessa 
(§. ()t) sarà una funzione punteggiata discontinua nelP intervallo 
(a, p), come appunto volevamo dimostrare. 

ir>2. Valendosi ora della proprietà dimostrata e di quelle dei 
paragrafi precedenti, si trova con tutta facilità il teorema cui[allu- 
devamo in principio del paragrafo precedente, vale a dire che: se 
^(x) è una funzione finita e continua in un intervallo (^, 6), e 
nei punti di tjucdo intervallo {h esci,) ìm sempre una derivat<i a 
destra dr che, oltre esser determinata e finita^ è continua in ogni 
punto a destra; e *^^(x) è un altra funzione finita essa pure e con- 
tinua che in tutti i punti delT intervallo (ri, h) {a esci.) ha sempre 
una derivata a sinistra determinata e finita S'x che non ha mai 
discontinuità di seconda specie a destra dei singoli punti, allora 
(piando avvenga che in qualunque porzione dell'intervallo dato 
queste derivate dxy e o'^ in alcuni dei punti nei quali 5, è continua 
siano anche uguali fra loro, le due funzioni rp{iv) e ']/(a;) non 
potranno differire Vuna dall' altra altro che per una quantità 
costante. 

Si osservi infatti che per quanto si ò detto nel §. 148 o 
anche nel g. 140, o', nei punti nei quali è continua rappresenteni 
ad un tempo tanto la derivata a sinistra che quella a destra della 
funzione '{/C^:-)» talché in questi punti o^ potrà sempre considerarsi 
anche come la derivata a destra di (j^(j?). D'altra parte, pel teo- 
rema del paragrafo precedente, in ogni porzione comunque piccola 
deirintervallo (a, li) esistono effettivamente influiti punti nei quali 
Oj. è continua; duncpie poiché in alcuni di questi punti rf{,c) e '^(x) 
hanno sempre le stesse derivate a destra, e, per quanto si è detto 
in fine del §. 141), anche per la funzione <[>(./') le derivate prese a 
destra sono continue in ogni punto a destra, pel teorema secondo 
del §. 150 si imo concludere subito che <J/(i/*) — 9(.'')=co8t., e il 
teorema resta così dimostrato. 

Si può ({vii pure osservare che, per ciuanto fu detto al §. 149, 
anche in questo teorema, invece di porre la condizione che a destra 
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dei singoli punti la funzione dx sia sempre continua, si potrebbe 
porre Taltra che essa non abbia discontinuità di seconda specie; 
come si può pur notare che, seguendo i processi tenuti nel 
§. 72, 4.** e anche in altre occasioni, i teoremi degli ultimi tre 
paragrafi possono venire estesi anche al caso in cui nelP intervallo 
dato vi è un gruppo (finito o infinito) di punti di prima specie 
pei quali è incerto se siano o nò soddisfatte le condizioni che si 
richiedono per gli altri punti, ec. 

153. Si deve inoltre osservare che il teorema del §.151, per- 
mette anche di dire che: se una funzione f{.v) è finita ed è total- 
niente discontinua in un intervallo (a, 6), dovrà sempre esistere una 
porzione di questo intervallo in ogni punto delh quale la funzione 
ha una discontinuità di secoììda specie sì a deMra che a sinistra; 
talché avendo riguardo al teorema 2.° del §. 148 si può anche 
aggiungere che : se gli estremi oscillatorii di una funzione finita 
e contimi f(x) per un dato intervallo (a, b) sono sempre finiti, 
la derivata ordinaria di questa funzione non può mancare in ogni 
punto altro che nel caso in cui in ogni porzione dell' intervallo 
dato ne esistano sempre altre in ciascun punto delle quali gli 
estremi oscillatorii abbiano discontinuità di seconda specie sì a 
destra che a sinistra. 

154. Merita ora di essere notato che nei punti nei quali X^ e 
\x sono finiti, per h positivo e sufficientemente piccolo si può 
sempre scrivere: 

f(x-\-h)-^ f{x) _ \^^\^ , Q Aa:— X:, 

j — — 2 ' ' — 2" * ' 

essendo s^r, a una quantità che è nulla o che in valore assoluto 
coir impiccolire di 7* può rendersi sempre minore di qualsiasi 
quantità data, e 0^^,* essendo una quantità che varia fra — lei 
(questi limiti inclusi). 

Similmente se in un punto x le funzioni X^. e A'a; sono finite, 
per h positivo si avrà: 

ì = — o r" *' * — ~> r- *)* 1 

essendo 0'j;,a e ex, a quantità che hanno lo stesso significato delle 
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Ox,* e Ex, A della forinola precedente; e così quando )« e A^n o X'x e 
A'x sono finiti e non si ha Xx=Aa:, o X'x=A'x (cioè quando non 
esiste la derivata a destra o quella a sinistra) le formole prece- 
denti danno una scomposizione molto semplice dei rapporti incre- 
mentali destro e sinistro in una parte fissa — - — - o -^ — -^ e 

m una parte ^x,* f-^»*» ^ ^-«i* — o r^'i* contmua- 

mente oscillante ira ^ £ e — — (-s, o fra s e 

^^ — ^ |-s , essendo s una quantità positiva piccola a piacere. 

La parte fissa poi -^-^— o ' cy' ^^ riduce respettiva- 

mente alla derivata a destra o a quella a sinistra del punto x 
quando l'una o Tal tra di queste derivate esiste; talché la consi- 
derazione di queste quantità potrebbe forse con qualche vantaggio 
sostituirsi a quella delle derivate a destra o a sinistra di x nei 
casi in cui queste derivate non esistono, e X^, Ajc, XV, e A', sono 
quantità finiti». 

È evidente poi che le formole precedenti valgono in tutti i 
punti deir intervallo che si considera quando i numeri X e A cor- 
rispondenti a questo intervallo sono ambedue finiti. 

155. Avendosi ora la solita funzione finita e continua /)[.r), 
prendiamo a considerare insieme a lei le infinite funzioni pur 
finite e continue ^{x)=f(x) — \ix — v che si ottengono da f{x) col 
togliervi le funzioni di primo grado (i-^+v, e delle quali la fun- 
zione data f{x) non sarà che un caso particolare (quello cioè corri- 
spondente a |i=0, v=0); e riguardiamo come distinte fra loro 
soltanto quelle funzioni 'f{x) che differiscono pel valore di ji, 
giacché il valore della costante v non ha influenza nò sulle dori- 
vate nò sui rapporti incrementali. 

Sarà facile vedere che affinchè la solita funzione f{x) in un 
punto x^ abbia una derivata a destra determinata {finita però o 
infinita), è necessario e sufficiente che fra le infinite funzioni 'f (r) 
che si ottengono da f{x) togliendovi le fuimoni di primo grado 
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jtar+y Qa futìsionè f{.r) iììclusa) ve ne sia UMal più una che, 
considerata a destra di r^ , in questo punto Xq non è né crescente 
né decrescente (*). 

Si osservi infatti dapprima che se la derivata di f{x) nel 
punto x^ a destra esiste ma è uguale a +^ o uguale a — oo , le 
funzioni ?(.-t), considerate negli intomi di Xq a destra, nel punto 
Xq saraimo tutte crescenti o tutte decrescenti respettivamente; 
giacche per ogni valore di |i esisterà un valore positivo //| tale 
che per 7* positivo e inferiore a //„ nel primo caso si avrà sempre: 

h ~ " /* ^^^' 

e nel secondo si avrà: 

h k '''<^' 

e quindi nel primo caso sarà: ?0>'o4~^0^?C^'o^ ^ ^^^ secondo 

sarà: f(>o+^0<T(«^o) • 

Invece se nel punto Xq la derivata di f{x) a destra esiste ed ha 
un valore finito a, si vede subito al modo stesso che in questo 
punto Xq le funzioni ^{x)=f(x) — [u; — v corrispondenti ai valori 
di \L inferiori ad a saranno tutte crescenti, e quelle corrispon- 
denti ai valori di |i inferiori ad a saranno tutte decrescentf, e non 
rimarrà incertezza che per la funzione ':p{x)=f[x) — ax — v che 
corrisponde a [t=a; quindi evidentemente la condizione posta 
sopra per la esistenza della derivata di f{x)£L destra di Xq è con- 
dizione necessaria. 

Ammesso ora che questa condizione sia soddisfatta, è facile 
vedere che la derivata di f{x) nel punto XqVl destra è determinata, 
e quindi la condizione stessa è anche condizione sufficiente per 
resistenza di questa derivata. 

Se si suppone infatti dapprima che le funzioni f (^), consi- 

(*) Una funzione che, considerata in nn intorno (x^, org-f-t) a destra di x^, in questo 
punto Xq non ò né crescente nò decrescente, deve necessariamente avere fra t.q e «tr^i 
nn numero infinito di massimi e di minimi, o deve avero un tratto d'invariabilità che 
termini In «o (|. 66). 
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derate al solito in un intorno del punto x^ a destra, in questo 
punto J^o siano tutte crescenti o siano tutte decrescenti, allora 
siccome, qualunque sia [i, per tutti i valori di h inferiori a un 
numero positivo convenientemente scelto si ha sempre: 

o sempre: 

si vedrà subito che la derivata di f(x) nel punto x^ a destra esistx?, 
essendo però uguale a +00 o a — x> respettivamente; e se nel 
punto a-Q alcune delle funzioni ^{x) sono crescenti e altre sono 
decrescenti, allora, osservando che per l'ipotesi fatta esiste tutt'al 
più un solo valore di (i pel quale la funzione rf{x) corrispondente 
non è né crescente né decrescente nel punto t^, e osservando anche 
che, se in r^ le funzioni 'f (a-) corrispondenti al valore |i^ di ji sono 
crescenti, tali saranno anche quelle corrispondenti ai valori di \i 
inferiori a [i^, e se le funzioni corrispondenti al valore m di |i sono 
decrescenti, tali saranno anche quelle corrispondenti ai valori di [i 
superiori a (ij , si vedrà subito che nel caso attuale esisterà (§. 5) 
un valore determinato e finito a tale che le funzioni 
ff{x)=f{x) — {ir — V per |i*<C« saranno tutte crescenti in t^, e per 
[t>a saranno tutte decrescenti, e conseguentemente per ogni 
valore positivo e arbitrariamente piccolo di s esisterà un valore 
positivo /i| tale che per h positivo e inferiore a h^ si abbia sempre : 

ovvero : 

e perciò anche: 

talché, esistendo anche in questo caso nel punto x^ la derivata 
di f(x) a destra, si conclude che effettivamente la condizione da 
cui siamo partiti è anche condizione sufficiente per resistenza di 



i derivata; e con cifi il teorema enunciato duprii resta cnm- 
^letamente dimostrato. 

Questo teorema, applicato ai singoli punti di un intervallo 
dato, può naturalmente servire a riconoscere se nna funzione 
fìuita e coutinun in tutto un intervallo ammette o nò una deri- 
vata determinata a destra (o a sinistra) di ogni punto dell" inter- 
vallo stesso. 

15ij. 11 processo die abbiamo tenuto per la dimostrazione del 
teorema precedente ci permette anche di dire evidentemente che: 
affinchè la solita fitmione f{x) in un punto 3„ ahhia una derivata 
a destra determinata e finita, è necessario e snfficictUe. die fra le 
infinite funsioni •f(:r)=f(j:)-^x-v che si ottengono da f\iv) toglien- 
dovi (o aggiungendovi) le varie fumìoni di primo grado {j.t-|-v 
(la f{x) incL), ve ne siano alcune crescenti e alcune decrescenti mi 
punto ;*'o quando sì considerano soltanto a destra di questo punto, 
e ve ne sia tutfal più ttna che tion è tiè crescente ne decrescente 
in .Tq, anche, il che è lo stesso, ve ne sia una f(x)^^f(T) — ax — v 
c/ic segna come la linea di separazioìie fra le funzioni !f(;c) che 
in Xq iOiV) crescenti e quelle che in t^ sono tlecrescctiti, per modo 
cioè che per [t<a le funzioni stease in x^ siano tutte crescenti, e 
per ii.>o siano tutte deecrescnti, 

E noteremo clie quando il punto .rg appartenga a un inter- 
vallo nel quale i limiti inferiore e superiore X e A degli estremi 
oscillatorii sono fluiti, necessariamente alcune delle funzioni f{.v) 
saranno crescenti in .Tq e altre saranno decrescenti, talché allora 
basterà occuparsi soltanto della seconda condizione che non è 
altro che la condizione onerale; come noteremo anche che se 
f{x)^=f[ji)—ax~v è la funzione che segna la linea di separazione 
fra le funzioni y(.r) che in Xg sono crescenti e quelle che in .z'j, 
sono decrescenti, la derivata di f(x) a destra di Xg sarà precisa- 
mente a. 

157. Ossei-viamo poi che se in intorni sufficientemente piccoli 
(Tq, 3'o-f-^) * destra di un punto x^ una funzione non ha un nu- 
mero infinito di massimi e minimi, essa nel punto .fg deve neces- 
^Buiriamcnte essere crescente o essere decrescente, o deve avere un 
^^Knto limite d'invariabilità (§. 58); e se una delle solite funzioni 
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9(.^')i considerate nel solito intorno (.i-q, Tq-\-z) a destra di Tq, p. os. 
la <^(.r)=/l(.r) — 6kf— v, in Xq ha un punto limite d'invariabilità, 
le altre funzioni *f(,v)^f(u') — |i.r — v per |i<C« saranno tutte cre- 
scenti e per \C>a saranno invece decrescenti; come anche se una 
funzione cp(r), p. es. la 'f (^•)=/(.^)— a.r— v, in Xq è crescente, tali 
saranno pare le funzioni *f(,ii)=f{,v) — [i,jc — v corrispondenti a 
[i<C/tì e se la funzione rCO=A''') — ^^ — ^ ^^^ '^'o ^ decrescente, 
tali saraimo anche le funzioni rf(x)=f\x) — \iz — v corrispondenti 
a |i.>a. 

Si dedurrà subito da ciò che se in un intorno sufficiente- 
mente piccolo (a^Q, iPo+*) ^ destra di Xq nessuna delle funzioni 
(p{x) (la f{x) inclus.) ha infiniti massimi e minimi, allora saremo 
evidentemente nel caso della esistenza della derivata di f{r) a 
destra di Xq (§. 1 55); e lo stesso accadrà anche se fra queste fun- 
zioni 'f{x) ve ne ha soltanto un numero finito m, come p. es. le fun- 
zioni 'fiU)=/'(^)-|i|./;— V, ?2(''^-)=/'0')"-l^^-^i 'f«»(:f)=/ì[.x')-[Xmr-v, 
che fra Xq e -^q+s abbiano un numero infinito di massimi e di 
minimi, giacche evidentemente, in questo ultimo caso, di funzioni 
f{j:) che non siano né crescenti né decrescenti in Xq non vi potrà 
essere che una soltanto delle funzioni ? i(/:*)i ipi(^) » • • • r*"(-^)i ^ 
una delle funzioni y(a?) corrispondenti a un altro valore di «x per 
la quale il punto Xq sia un punto limite d'invariabilità; quindi 
si può ora evidentemente afFennare che: se in un intanto suf/l- 
cientenmite xnccólo {x^^ Xo+=) ^ destra di x^ una funzione finita 
e continua f{jf) non ha infiniti massimi e minimi e neppure li 
acquista quando vi si toglie (o vi si aggiunge) una funzione di 
2yrimo grado qualsiasi |i,:t-|-v; o anche se fra le infinite funzioni 
^{x)=f{x)-\LX-^^ che così si ottengono {la f{x) inclus,) ne esistono 
soltanio alcune^ in numero finito^ che nello stesso intorno hanno un 
numero infinito di massimi e minimi, allora la funzione stessa fi^v) 
in quel punto Xq avrà una derivata a destra determinata; e questa 
denvata sarà anche finita se fra le funzioni 'f{x) ve ne saranno 
alcune crescenti e alcune decrescenti in Xq a destra^ o se il punto Of\ 
apparterrà a un intervallo nel quale i sòliti numeri limiti X e \ 
corrispondenti a f{x) sono entrambi finiti. 

158. E così in particolare ricordando anche le osservazioni 



dei g§. 143 e 144, noi potremmo enunciare un teorema intorno 
alln l'siatt-nza e alla naturn delle dcriviitc a destra e a sinistra i>er 
le ftinzioni elio rispetto ai massimi e luiiiimi di comportano come 
qiiellv considerate nef^li stessi pannati; perù noi troviamo utile 
invece dì esporre a'cuue altre osaervaziooi in forza delle quali 
ii teorema medesimo potrà essere poi enunciato per una classe 
molto più generale di funzioni. 

S'indichi perciò con /![,«) una funzione qualunque fiuita e 
continua in un dato intervallo, e considerando le solite funzioni 
;fi{,(.')=/tj;)— (ix — V, si supponga che in intorni p. e. a destra di 
un punto -l'o, l'ampiezza dei quali può anche variare col valore 
di ;i,, nessuna delle funzioni ?(.'"}, ad eccezione (ìiU'at più di quelle 
corrispondenti a un uumero Unito di valori [i,, [j-j, ... p., di (i. 
(]L,=0, [1^=0,..., [J-B^O o f(x) inclus.) abbia un numero infinito 
di magnimi e di minimi. 

Allora pel teorema del paragrafo precedente, la funzione f(x) 
nel punto jg avrà una derivata a destra determinata (/,j, e se 
questa derivata d,^ è finita, la fimzione (p(;r)^=/^ji-)— jlj; — v con- 
siderata in im intorno a destra di jjq , la cui ampiezza dipenderà 
ordinariamente dal valore di [i, per t'^'^C'^m sifà crescente in x^, 
e per [i^rfi,, sarà decreecente; quindi, per questo, e in forza 
ancora della ipotesi che abbiamo fatta intomo ai massimi e minimi 
delle funzioni f{x) e 'f(,c) negli intorni di .i:^, per ogni valore spe- 
ciale di ;i diverso dai numeri gì, , {Lj , . . . , (>._, quando è il caso di 
considerarli, esisterà un intervallo di ampiezza finita (;r^, a'„-|~=) 
a destra di x^ tale che in ogni suo punto x (gli estr. esci.) per h 
positivo e sufficientemente piccolo, si avrà: 



ljte|=SÈ^>0 per ,<d,. 




É^ia<„ ,,,,>,.., 



=0. e: ^y^ <itperti.>d... 

[!■(, [ij , . . . []._, se pur devono consi- 
finito, quand'anche d^^ sia uguale a uno 
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di eaai, esisterà un numero differente da zero e poaitivo a, tala 
che per tutti i valori di (i diversi da d„, e compresi fra rf,, — a, e 
ili^-\-Oi ai avmnno le disegiiaglianze precedenti; quindi, suppo- 
nendo una volta ^^<lt^ — i, e un altra [j.^rf,„+5, con -3 positivo e 
inferiore a a, e comunque piccolo, ai concluderà intanto che quando 
da^ è finita, gli estremi osciìlatorii Xr.-, A,, X'r, A', dei rapporti 
increm&itali di f{jo) relativi ai punti x situati a destra di ^^tper 
x=Xg+0 avranno tutti per limite la derivata a destra di Xq cioè tf,,. 
Similmente, se p.es. <?r|,^-]-oo , si osaerverii che qualunque 
sia ^ le funzioni <p(r) considerate a destra di Xq sono tutte creacenti 
in a'u ; talché quando rispetto ai massimi e rainirai la funzione f[x] 
soddisfa alle condizioni indicate aopra, per ogni valore speciale 
abbaatanza grande di \l esisterà im intervallo sufficientemente 
piccolo, ma di ampiezza differente da zero a destra di .t'o (x^, iffl-J-O 
tale che in ogni suo punto x (Xq esci.) si avrà sempre: 



f{x±h)~f{x) . 

±h 



\>^ì e quindi coU'awicìnarsi di x a t^ a destra gli 

estremi osciìlatorii X«, Aj, X',, A'» avranno tutti per limite -}-*> , 
cioè ancora la deriviita a destra di ^^ di„: dunque, particolariz- 
zando ora col supporre anche che le derivato d^ di ({x) prese 
a destra dei punti x di un certo intorno a deatra dì Xq, o quelle 
d'x prese a aiuiatra degli stessi punti x siano sempre determinate, 
si può evidentemente affermare che: se in intorni sufficiente- 
mmte piccoli a destra di un ptinlo x^ una funzione f{x) twn ha 
infiniti massimi e minimi e nepjiHre li aciptisfa togliendovi {o ag- 
giungendovi) le varie funzioni di primo grado [lir+v; o anche se 
fra le infinite funzioni •f{x)=f{x)—'f^ — v che così si ottengono 
(io f(x) incl.) ne esistono soltanto alcune, in numero finito, chg 
in quelli intomi hanno un numero infinito di massimi e minimi, 
allora la funzione f{x) oltre a godere della proprietà di avere nel 
punto x^ una derivata a destra determinata (finita o infinita) d^,, 
godrà anche delValtra che, se esistono le site derioate a destra d, 
nei punti x di un intorno di x^^ a deatra, queste derivate d^ saranno 
continue nel punto Xg a destra; e se esistono le sue derivate rf', a 
sinistra degli stessi punti j; {xg al pììi esci,), queste derivate d\ 
per x^Xq-^-O avranno anch'esse un limite determinato che sarà 



appunto la derivata a destra nel punto x^, cioè di^. (S' intende clie 
in queato teoreina, come anche in (luello del paragrafo precedente, 
gli iiitomi che si considerano per !e varie funzioni f(x) e f{x), 
pure esistendo sempre per ogni valore speciale di [i, possono anche 
nndare impiccolendo oltre ogni limite coli 'approssimarsi di [i, a 
certi valori speciali). 

159. Osserviamo ora in generale che se in ogni intorno comun- 
que piccolo di un punto x^ a, destra nna funzione flx) ha un 
Damerò infinito di massimi e minimi, nello stesso intorno esiste- 
ranno sempre infiniti punti (massimi) nei quali gli estremi oscil- 
latorii dei rapporti incrementali deatri sono negativi o nulli, e 
infiniti altri punti (minimi) nei quali gli stessi estremi oscillatorii 
sono invece positivi o nulli, e lo stesso accadrà (ma inversamente) 
per gli estremi oscillatorii dei rapporti incrementali sinistri; 
quindi è certo che: se una funzione /"(.*.) in ogni intomo di un 
punto x^ Il destra ha un numero infinito di ìnassimi e minimi, 
nessuììo dei varii estremi oscillatorii dei rapporti incrementali rela- 
tici ai punti X situati a destra di x^ potrà avere un limite deter- 
minato per x=Xf^-\-Q , a meno che questo limite non sia uguale 
allo zero. 

In particolare dunque si può affermare che: se una funzione 
f(^.c) in ogni intorno di un punto x^ a destra ha un numero inanità 
di massimi e minimi, e ttei jmnti iV di questo intorno ha sempre 
le derivate a destra d^, o qudle a sinistra d'x, determinate, queste 
derivate non potranno avere un limite determinato per x^x^-\-0 
a meno che questo limite »on sìa lo zero; per modo quindi che 
per la stessa fumlone le derivate dx prese a destra dei punti ce 
situati a destra di Xg non potranno essere contìnue nd putito if^ a 
destra, sotsa die il valore dx„ dtlla derivata presa nel punto x^ a 
destra sia ugnale allo eero; o, in altri termini: se una funsione 
f[.r) ha un numuro infinito di massitni e minimi in ogni intorno 
di un punto Xfi a destra e nei punti x di questo intomo (t^ incl.) 
ammette sempre una derivata a destra determinata dr, questa 
derivata «ci punto .r^ dovrà essere eero, o dovrà avere a destra di 
questo punto x^ una discontinuità di seconda specie (§. 149). 

160. Si osservi ora che quando la derivata di f(x) presa nel 
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punto Xq a destra ha un valore determinato e finito (Ji,, fra le 
funzioni (p(a;)=/)[.t) — {l,/; — v non vi è che iitiL'Ua corrispondente 
a V-^'^'a ^^^ 1''' plinto ■■'^0 abbia la derivata a deatra uguale a zero; 
e se d,, è infinito, ta derivata di 'f (f) presa nel punto t^ a destra 
è essa pure inhaita qualunque sia ^. Si dedurrà da ciò immedia- 
tamente che: se fiei punti x di ìtn intorno n destra di Xg {x^ t'nd.) 
le derivate a destra (f, per ima ftitusione f{x) sono sempre delermi- 
naie, e nel punto a'^ sono tinche continue, fra le infinite fnneimi 
(p(;t)=/\;c)-iu;-v (la f{.c) inclus.) che si ottengono da f[x) ioglien- 
dovi le funzioni di primo ii..r-\-v, ne esisterà lutt'al più soltanto 
nna eh; in intorni comunque piccoli a destra di x^ abbia un 
nunm'o infinito di massimi e minimi; e viceversa, pei teoremi 
precedenti, sì potrà anche affermare che : se fra le in/ìn ite funzioni 
f(iv) {la f(x) inclus.) timi ve ne può essere altro che un numero 
finito che in intorni sufficientemetìte piccoli di x„ a destra abbiano 
un numero infinito di massimi e minimi, allora le derivate tU ài 
f[x) a destra, quando esistano anche nei j'unti x situati a destra 
di Tj, saranno coniinite nel punto T„ a destra; e di fmmoni ^j;J 
che abbiano un numero infinito di massimi e minimi in intorni a 
destra di se^ {la f{x) incl.) non ve ne sarà alcuna, o ve ne sarà 
tutt'fd più sdtanio una; talché, sempre sotto l'ipotesi della esislensa 
ddle derivate di f{x) prese a destra di x^ e dei punti x situati a 
destra di x^, si pub anche affermare che se queste derivate hanno 
una discontinuità (di seconda specie §. 149) nel punto i'j, a destra, 
fra te funzioni f{x} {la f(x) ind.) ne dovrà esistere un uumero 
infinito che in intorni comunque piccoli dd punto Xg a destra 
abbiano itn numero infinito di massimi t di minimi. 

161. È ora opportuno di aggiungere che se per una funsione 
finita e continua f{x)^ le derivate a destra o a sinistra dei punti 3! 
di un certo intervallo (a, h),p. es. quelle u destra di, oltre essere 
determinate {finite cioè o infinite), godono anche ddla proprietà 
che in ogni porelone di {a, b) esistano sempre altre porzioni in ogni 
punto delle quali le derivate stesse sono sempre continue almeno da 
una parte; allora /a funzione duta f{x) in infiniti punti di qualsiaà 
porxioìie dell'intervallo dato avtà anche la derivata ordittaria 
determinata e finita; e, a meno che in quella poreùme la funziona 
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^x) non sìa costante, earsleranno sempre in essa altre porzioni di 
tmipiesua finita nelle quali le derivate stesse tìx saranno sempre 
finite e discoste da eero più di una quantità detmninata, essendo 
al tempo stesso tutte del medesimo segno, e in quelle poreioni la 
fumione data f[j-) noti farà osàllaeiotii e sarà sempre crescente 
o sempre decrescatte. 

Con queste ipotesi infatti in ogni porzione comunque piccola 
i{a, p) dell'intervallo (a, h) ae ne potranno sempre trovare infinite 
Altre nei punti delle quali di è sempre continua almeno da una 
^arto; e ae in una di queste porzioni (a', b') dr non sarà aempre 
finita, per modo che in alcuni punti essa sia p.es. uguale a +^ i 
o prenda anche valori p. es. positivi e maggiori di qualunque 
numero dato, a destra o a sinistra di questi punti dovranno sempre 
iMistere degli intorni nei punti dei quali dx aia sempre positivo. 

Ma allora, pe! teorema dei ^J}, 135 o 146, la funzione rf^ nei 
iti di questi intorni non potrà essere sempre infinita, e in essi 
dovranno esistere necessariamente dei punti iV, .e", ... nel quali 
essa ha un valore finito; dunque poiché nei punti di (a', b') d^ 
è aempre continua almeno da una parte, è certo che in («', £»') 
esisteranno anclie degli intervalli (intomi cioè dei nuovi punti 
x\ .e" , . . . ) in ogni puuto dei quali (/( è sempre finita; talché 
si può ora intanto asserire che sotto le fatte ipotesi, in ogni 
porzione (a, P) di (a, i) \w esisteranno infinite altre nei punti 
delle quali le derivate a destra dx oltre essere aempre continue 
almeno da una parte, sono anche numericamente inferiori a un 
numero finito. 

Ora, se (a,, &,) è una dì queste porzioni di (a, p), in essa la 
funzione d, sarà continua totalmente o generalmente o sarà una 
funzione pnut'eggiata discontinua (§. 153); quindi entro (Uj, h^: 
dovranno sempre esistere infiniti punti nei quali d^ è assoluta- 
mente continua, e per quanto si disse al §. 148, la funzione /'(j-) 
in questi punti avrà anche la derivata ordinaria determinata e 
finita; talché intanto può dirsi dimostrata una parte del teorema 
enunciato. 

Aggiungiamo ora che, quando /"ij;) non è sempre costante 
£ra tti, e 6|, pel teorema dei §g. 70 o 146 la derivata d^ non 



poti^ essere zero in ogni punto di (a, , b,), ma dovranno esistere 
inEniti punti di questo intervallo nei quali essa è differente ds 
zero; quindi, poiché in ogni punto di (a,, b,) la funzione d, 
continua almeno da una parte, esisteranno pure degli intervalli di 
ampiezza finita fra n, e b^ in ogni punto dei qnali la funzione 
stessa di è finita e differente da zero più di una quantità deter- 
minata, e ha sempre ìl medesimo segno: talché, osservando che 
quest'ultima circostanza porta anche che negli stessi intervalli 
la funzione f{Z) sia sempre crescente o sia sempre decrescente, 
il teorema enuncialo sopra può dirsi ora completamente dimo- 
strato in tutte le sue parti. 

162. Riunendo ora i vani risultati che qui abbiamo ottenuto, 
Bi giunge con tutta facilità al teorema seguente che è quello cui 
alludevamo in principio de! §. Ió8 : se in lutto un intervallo (a, b) 
una funzione finita e continua f{x) tton ha infiniti massimi e mi' 
ttimi, e neppure li acquista quando vi si toglie (o »i si aggiungii 
una funzione di primo grado qualsiasi [juc-j-v; o anche, se fra U 
infinite funzioni tp(^) che così si ottengono {la f{x) ind.) per ogni 
punto Xff di (a, b) ne esiste tutìfal piii una che in ogni intorno 
comunque piccolo a destra di x^ venga a avere un numero infinito 
di massimi e miniinì; e una circostanza simile ai presenta per gli 
intomi di x^ a sinistra; allora: 

1.' la funzione f(x) avrà sempre una derivata determinata 
{finita però o infinita) sì a destra che a sinistra di ogni punto 
dell'intervallo dato (a, b). 

2° la derivata dx di questa funzione f{x) presa a destra d» 
punti ce ddV intervcdlo dato {h esci, se lC>a) costituirà loia /Vm- 
eione che sarà sempre continua o che avrà lutl'al j)iù soltanto deUe 
disconthiuità ordtnurie a sinistra di alct*ni punti {in numero finito 
infinito). 

3,° la derivata d'i a, sinistra dei punti x dello stesso intervallt 
(o esci.) costituirà ancJt'essa una funzione che sarà sempre conti- 
nua die avrà soltanto delle discontinuità ordinarie a destra ài 
alcuni punti; e in ogni punto x interno all'intervallo dato si avrà 

d«o=dr, rfx_n=d'i, rf'r-«i=''i, d'i-o=d'r, CSSCtido dr^, rf'^ » 

limiti che si hanno per di e d'i coiravvicinarsi indefìttiianiente ai 
punto «a destra, ec 
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A." in ogni porzione comunque piccola ddl'intereallo stesso esi- 
sferanno sempre degìi intervalli di ampiezza fittila nei quali sì le 
derivate a destra che quelle a sinistra, oltre essere determinate, sono 
anche finite, per modo che negli ìtitcrvalli slessi esse saranno fun- 
ttoni finite e continue totahnente o generahnente, o funeioni pun- 
teggiate discontinue; e a meno che nella stessa porzione la funzione 
f[x) non sia costante, queste derivate in intervalli di ampiezza finita 
presi nella porzione medesima saranno anche discoste da zero pth 
di una quantità determinata, e saranno sempre dello stesso segno, 
per modo che in quelli iti'.eroalli la funsione f(x) non farà oscilla- 
aioni e sarà sempre crescente o sempre decrescente. 

5° in ogni porzione dell'intervallo dato vi saranno sempre 
anche infiniti punti nei quali esisterà e avrà un valore finito anche 
la derivata intesa nel senso ordinario. 

Nnturalmente poi, le particolarità che qui si hanno per le 
funzioni f{x) si hanno al tempo slesso anche per le funeioni ^(a:); 
e se i soliti numeri X e A relativi a fX-') per l'intervallo (a, 6) clie 
HÌ considera soni) finiti, le derivate delle funzioni f{z) e ip{x) a 
destra e a sinistra dei punti di questo intervallo saranno sempre 
finite e comprese fra X e A o fra X — {t e A — ji (questi limiti 
inclusi o nò). 

163. Sì per quanto si disse al §. ICO s'intende subito anche 
che delle funzioni cui sì riferisce il teorema ora enunciato sono 
caei particolarissimi quelle dei §§. 143 e 144 per le quali cioè fra 
le funzioni f[.c)-^flx) — ^tx— v ne esistono soltanto alcune in 
numero finito che fra a eh hanno un numero infinito di massimi 
e minimi; talché anche a queste ultime funzioni si applica in tutte 
ìe sue parli il teorema ora enuncialo. 

164. E sempre per quanto si disse al §. IGO si può eviden- 
temente, come teorema reciproco di quello del §, 162, enunciare 
l'Altro che dice che: quando per uni funzione finita e continua 
fìx) le derivate a destra e a sinistra dei puìdi x di un dato inter- 
vallo esietana e sono contìnue a destra e a sinistra respetti vamenle 
degli stessi punti, questa fumiom f{x) rispetto ai massimi e minimi 
godrà delle proprietà poste in principio per le funeioni del teorema 
dd §. 162, e per essa sussisteranno anche tulle le altre proprietà 
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dd medesimo teoremi; tnlchè si paò ora asserire che: qtiando per 
una funzione si richieda che le derivate prese a destra e qudie 
prese a sinistra dei punti di un dato iTdenxtllo, oltre essere detrr- 
mintUe siano anche continue respellìvamenle a destra e a sinistra 
dei punti corrispondenti, le condizioni poste in principio dei teo- 
rema del §. 162 possono ri<fitardarsi come condizioni necessarie 
e sufficienti per l'esistenza di queste derivate. 

165. Inoltre notiamo che quando per la funzione f(x) del 
teorema del §. 162, non si fosse posta alcuna condizione rispetto 
agli intomi a sinistra dei punti dell'intervallo (o, t), loscinndo 
però ferme le altre condizioni, noi avremmo ancora potuto enun- 
ciare il teorema stesso in quelle parti che riguardano l'esistenza 
delle derivate a destra e la loro contiimitii a destra dei singoli 
punti, e in quelle parti anche che si riferiscono alla esistenza 
degli intervalli nei quali queste derivate sono finite e diverse da 
zero, e alla esistenza della derivata ordinaria in infiniti punti 
dell'intervallo (o, i), ec. , . . 

1G6. In forza poi del teorema del §. 162 e sempre por le fun- 
zioni cui il leorenia stesso si riferisce, si potrii anche asserire che 
se in un punto .ì'a intemo all'intervallo dato la derivata a destra 
ha un valore d^^ differente dal valore t/',, che essa ha a sinistra, 
e si ha p. es. dr^d'^^, in ogni intonio sufficientemente piccolo 
del punto ,T„ accodrù che le derivate a destra e a sinistra prese 
nei punti dello stosso intorno che souo situati a destra di j-y non 
saranno mai inferiori a dt„ più di una quantità arhitrorìanieute 
piccola a, mentre quelle pre-se nei punti dello stesso intorno che 
trovansi a sinistra di jJq non saranno mai superiori a liVo più di o; 
per modo cioè che nessuna delle derivale a destra o n sinistra dei 
punti dell'intiero irUorno che si considera prenderà valori compresi 
fra d'io — ^ ^ dx^-^fi, e questi valori verranno così in certo modo 
ad essere saltati tutti quanti dalle derivate a destra u da quella 
a sinistra, e al limite si avrà un vero e proprio salto da d',„ a dx, ■ 

167. In forza ancora de! teorema del §. 162, e sempre jJrr le 
funzioni f{.r) cui il tcoretna stesso si riferisce si può anche eviden- 
tcTueute aggiungere clie: quando in lUcunipwUi dì intorni comun- 
que piccoli di un punto x^ le derivate a destra o qudlc a si?iistra 
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prendoìio valori vicini quanto si vuole a una dilla quantità finita A, 
o prendimo valori p. es. positivi e maggiori di qualunque nwnero 
finito, allora nel jiuiiio Xg una almeno delle due derivate a destra 
e a sinistra rfi„ e rf'ro prenderà effeitivamente H valore A, o il 
valore +« respettivamente. 

E valendosi ora di questo teorema è facile anche di dimo- 
strare, sempre ^er le stesse fumioiii (\,>-), che: quando le derivate 
a destra quelle a sinistra in punti dell' intervedlo {a, b) preìidono 
anche vidon prossimi quanto si vuole a una data quantità finita A, 
pretidono p. es. valori positivi e maggiori di qualsiasi numero 
dato, esisterà sempre fra aeb {a eb ind.) almeno un punto deter- 
miiìiito Xg ni:l quale una aìmetio delle due derivate a destra o a 
sinistra d^^ o d'r„ prenderà effdtivamente il valore A, o il valore 
■j-x> rcspettivamente. 

Nel primo caso infatti, il limite inferiore dei valori di una 
almeno delle quantità (d^ — A)', (d'x — A)^ nell'intervallo («, h) 
sani evidentemente ugnale allo zero; quindi, attribuendo un valore 
positivo qualunque diverso da zero nel punto ò alla prima e nel 
punto a alla seconda di queste quantità {a<6), pel teorema di 
Weieretruafl (§. 30) si scorgerà suliito die fra a e ò {a e l> inclus.) 
dovrà esistere almeno un punto determinato t^ tale die in alcuni 
puliti X di ogni suo intorno comunque piccolo i/r o d'^ prende- 
ranno valori prossimi quanto sì vuole ad A; e questo, pel teorema 
enunciato testé, porta appunto che si abhia o rf,(,=^A, o rf'j.,=A. 

Similmente nel secondo caso, osservando che allora ■j-'X} è 
il limite superiore dei valori di dt e di rf',, e ricordando le pro- 
prietà di questo limite, si vede subito che esisterà almeno un 
punto J^o f''* " ® '' '1 *'o''' intorno del quale rf, o d'^ prenderanno 
anche valori positivi maggiori di quahmque numero dato, e per- 
ciò iu questo punto x„ ai avrà o d,^=^+-X) , o (ì',„=-|-a3 ; talché 
il teorema enunciato pliò dirai ora completamente dimostrato. 

HJ8. I teoremi enunciati nei g§. 157 e seg. danno delle con- 
ittaioni per la esistenza delle derivate a destra di un punto, o 
dfill'una o dall'altra parte dei pimti di un dato intervallo, e danno 
delle proprietà generali relative a queste derivate. Indipenden- 
temente poi anche da queatì teoremi, si poteva tìn da principio 
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oBserrare che quando una funzione /^x) non lia una derivata deter- 
minata (finita o infinita) a destra di un punto a.-,,, e >t,, A„ sono 
gli estremi oscillatorii corrispondenti u questo punto (che allora 
B&rauno differenti fra loro), le infinite funzioni ^{j:)=f(x)—^T—t 
che si ottengono da flz) togliendovi le funzioni di primo grado 
Itar-f V corrispondenti ai valori di [i compresi fra Xi, e A^, (questi 
limiti al più esclusi) avranno tutte nn numero infinito di massimi 
e minimi nelle vicinanze di x^^ a destra, giacche evidentemente 

pel punto Tq i loro rapporti incrementali destri - — j- — - — — 

coir impiccolire indefinito dì li passeranno continuamente dal 
positivo al n^^tivo; quindi anche senza i risultati precedenti 
avremmo potuto asserire che la mancanza dì una Scrivala deter- 
minala a destra di Xg (finita a infinita) iVi «na fiimìone f{x), 
porta di necessità che nella serie di funzioni formata dalla frui- 
zione f(.t:) e dalle solite funzioni f(x) che si ottengono da lei 
togliendovi a aggiungendovi le varie funzioni di primo grado ii-c+v, 
«e esìsta un munei-o infinito che in ogni intorno {r^, x^-j-s) di u;^ 
a destra presentino infiniti massimi e minimi. 

Aggiungiamo che l'essere zero o l'essere infinite le derivate a 
destra o a sinistra di una funzione f{x) in alami punti di qualsiasi 
porzione comunque piccola di un dato intervallo nel quale essa non 
è costante porta ancora di necessità che fra le solite funzioni f(x) 
{la f{x) ind.) ne esista un numero infinito che nelle stesse porzioni 
hanno infiniti massimi e minimi, perchè altrimenti per il teorema 
del §. 162 nelle porzioni medesime dell' intervallo dato vi sarebbero 
sempre altri intervalli nei punti dei quali si le derivate a destra 
che quelle a sinistra sarebbero determinate e finite e discoste da 
zero; quindi, mentre, a conferma di quanto fu detto nel §. 132, 
apparisce cliiaro di qui che la presenza delle indicate singolarità 
nelle derivate di una funzione a destra o a sinistra dei punti dì un 
dato intervallo non può sempre attribuirsi alla presenza dì massimi 
e minimi in numero infinito nelle funzioni stesse, resta però assi' 
curato che quando le detto singolarità nelle derivato esistono, gli 
infiniti massimi e minimi duvono sempre comparire, se non nella 
funzione data, in infinite funzioni che si deducono da lei toglien- 
dovi alcune funzioni di primo grado. 
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169. Merita poi di eaaere notato come i risultati qui ottenuti 
i Itongono sempre più in evidenza quanto fosse incompleta la dimo- 

Htrazione di Ampère (§.69) intorno alla esistenza delle derivate 
delle funzioni finite e continue f{d:), e come altresì colle sole 
considerazioni di Ampère e colla sola limitazione intorno al 

» numero delle oscillazioni di f{x) era impossibile giungere a con- 
clusione veruna; poiché, supponendo pure che la funzione f{x) 
nell'intervallo dato non avesse infinite oscillazioni (*), non si 
veniva con ciò ad escludere (§§. 131 e seg.) che queste infinite 
oscillazioni si presentassero nelle funzioni che risultano da fìjcì 
aggiungendovi o togliendovi le funzioni di primo grado jjJj+v; e 
.oltre a ciò poi, onde poter giungere a qualche conclusione giusta, 
' sarebbe stato sempre necessario tener distinte le derivate a destra 
da quelle a sinistra per considerarle separatamente, come noi 
abbiamo fatto nel teorema del §. 1(52 e negli altri, e come conviene 
fare in studii cosi generali. 

Lo stesso può dirsi delle dimostrazioni che ordinariamente 
-si sono date fino a questi ultimi anni intorno alla esistenza delle 
derivate, o intorno all'ordine d^nfinitesimo delle quantità 
f\j:~\-h)—f{.i-) per h tendente a zero. 

170. Il teorema del g. 1C2 adunque può considerarsi come 
rettificazione a complemento di quello di Ampère; e io credo anche 

<ehe sia il primo teorema generale che dà una classe estesissima 
■di funzioni per le quali, indipendentemente da ogni loro rappre- 
sentazione analitica, si può affermare subito resistenza di una 

},jerivatB a destra o a sinistra sempre determinata (finita però o 

. infinita). 

Pel caso poi che invece di considerare le derivate soltanto 
da una parte, si vogliano considerare le derivate ordinarie, osscr- 
yerò soltanto che, ripetendo quei ragionamenti stessi che si 
fecero per dimostrare il teorema del §. 155, si trova subito che 
offincltè la solita funzione finita e continua f(x) in un punto Xf, 

(*) Ampère pro|>riidiente non ti tu wodo tt/iìùiila neppure qQcata limitaiioas, 
Bu eisa risulta chiHTBQieato ila tutto l'iuslome delU idi dlmostmioDa : e d'iltra 
parto, fln tillara non sì erano uidì conaldente runiicni ebe In un JnterTallo finita 
•reaiero on numero infinito di oscillAiiuni. 
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intemo alV intervaìh che si considera ahhia ìa derirata ^ordinaria) 
determinata {finita cioè a infinita e determinata di segno), A ««as- 
sorto e sufficiente che fra U infinite funzioni f{x) che si ottengono 
da lei togliendovi o aggiungendovi le funzioni di primo grado 
[W-fv (to funzione f{j;) inclus.) ve ne sia tutfal piil una che 
considerata in un intorno (completo) {Xq — e, arg-fs,) di Xq, in 
questo punto Xq tion è né crescente né decrescente. 

E aggiungerò anche clie limita temente alle funzioni cui si 
riferisce il teoretna del §. 162 ai trova con tutta facilità che 
affinchè esse abbiano la derivata (ordinaria) determinata in ogni 
punto a^a intemo all'intervallo nel quale si considerano, i neces' 
sarto e sitffieietite che fra le solite funzioni f{x) ve ne sia tutt'al 
più una che in questo punto .j',, è massima o minima. 

171. Trovo or» opportuno di aggiungere anche le osservazioni , 
segnenti . 

S'indichino con X e A i soliti limiti inferiori e superiori 
degli estremi osciliatorii per una funzione f{x) finita e continua 
in tutto un intervallo (tt, b) (J^o); e supponendo X e A diffe- 
renti fra loro, si prenda a considerare la funzione ■f{.i;)=f[.r)-^-v 
ove ij. È un numero compr&so fra X e A (X e A esci.). 

A causa delle particolarità dei numeri X e A (§§. 141 e 147) 
si potranno trovare fra a e i due punti Xf e x^ (differenti fra loro 
e da /') tali che per valori positivi e sufficientemente piccoli di k si 
ahhia: ff{x,+h)—'p(x,)>G, y(,/j,+i)— ^(XiXO; quindi nell'in- 
tervallo {x,, Xj+h) se -Ci<C^ii nell'altro (t^, x^-rh) se x^';:>x^, 
dovrà esistere almeno un punto interno determinato x' nel quale 
la funzione ^{x) è massima o minima. 

Ciò equivale a dire che nell'intervallo (a, b) esisterà almeno 
un punto iiUcrvo x' tale che, quando h ù positivo e sufficiente- 
mente piccolo, si avrà sempre: 

?U''±'')— ?(■<-■'} <C, o sempre: ?(.i'±/0— 'fU"') >0, 

e perciò sarà o: 




^{x+hy-t W) 



<0, con: 



p(j;'— A)— ?(u'') -. 







rt,,;'->)-i (j') 



<0; 



1 



quindi sostitueiido per 'f(^') il auo valore, e osservando clie ora 

non è piti necessario supporre clie X e A siano differenti fra loro, 

si potrii subito senz'altro afformare clie: " se X e A sono i soliti 

■ limiti inferiore e superiore degli estremi oscillatorii relativi a 

f una funzione f{v) finita e continua nell'intervallo {«, 6), e |i è 

' un numero qualunque compreso fra i limiti ì, e A (questi limiti 

Uail pitt esci.), nel r intervallo (a, b) esisterà sempre almeno un 

} punto intento determinato .r pel quale quando A è positivo e 

f Bufficiente mente piccolo uuo dei due rapporti incrementali destro 

f{x±h)—f(.v) 
" — T non e mai superiore a [i, e 1 altro non 



e sìniatro - 



^ mai inferiore a ;i, per modo cioè che si ha sempre : 



e^-f^<„ co„: f^ 



-l'ì-n-^') 



>V: 



f o sempre: 



>[!., con; 



fì/-Kh-(y) 



<i> 



I 



172. Questo risultato conduce a due teoremi molto notevoli. 

1." Supponiamo in particolare che la nostra funzione /l^.r) sia dì 
quelle che ammettono sempre una derivata ordinaria determinata 
(finita cioè, o infinita e determinata di segno) f(x), e osserviamo 
che allora X e A non sono altro che ì lìmiti inferiori e superiori 
dei valori di f{j:) nell" intervallo (a, b); si vedrà subito che il 
valore f(x') di questa derivata nel punto a' determinato sopra 
sarà precisamente p-, e, completando così !a terza parte del teo- 
rema del § 71. si concluderà che: se la funzione f[T), oltre essere 
finita e continua nell'intervallo (a, i), ammette sempre una deri- 
vata ordinaria detcrminata (finita cioè, o infinita e determi?iata di 
ugno), questa derivata, pur potendo avere fra a e b anche un 
numero infinito di discontinuità {discontinuità di seconda specie 



§.78 §. liQ), passerà per tutti i valori impresi fra Ìl suo limite 
inferiore X e il suo limile superiore A (questi Umili al più esci.). 
2,' Se la funzione /(a;) fosse tale che in un intorno siifficien- 
iemente piccolo (^' — f, u?'+s) del punto t' determinato soprala 
fimzìone corriapondente fix)^f(^-) — ^ — v non avesse un numero 
infinito di mossimi e minimi, oliera esisterebbe un intervallo di 
ampiezza finita {,/;', x'+5) a destra di x', in ogni punto x del 
quale (gli estr. esci.), per h sufficientemente piccolo e al suo suc- 
cessivo impiccolirsi, si avrebbe sempre: 



'- ', >:ii o sempre; 



-'<!'. 



mentre in ogni punto x di un certo intervallo (x'—S, x) a sinistrai 
di x' si avrebbero invece le disegnaglianze opposte. 

Ma d'altra parte, se si ammette che la funzione primitiva f{x) 
in qualunque porzione comunque piccola dell'intervallo (a, 6) 
abbia un numero infinito di massimi e di minimi o presenti dei 
tratti d'invariabilità, i suoi rapporti incrementali destro e sinistro 
in infiniti punti di ogni porzione dell' intervallo dato al succes- 
sivo impiccolire di A dovranno prendere valori di seguì dififerentì, 
almeno dovranno essere zero, e quindi per ;i diverso da zero 
non potrà allora eaìbtere nessun intorno a destra e a sinistra del 
punto x' nel quale sinno verificate sempre le diseguaglianze pre- 
cedenti o sempre le diseguaglianze opposte; dunque, si potrà ora 
evidentemente affermare cbc: se f(x) è vua fuiixione finita e con- 
tinua che in qualsiasi porzione dell' hìlcrvallo (o, 6) ha un numero 
infinito di massimi e minimi o presenta dei traiti à' invariabilità, 
tutte le funzioni f(j-)=f(x)~^x—v che si ottengono da /l(;i-) togltai- 
dovi le fumiom di primo grado ^-\-v nelle quali {i è compreso 
fra i limiti inferiore e supcriore X e A degli estremi oscillatorii 
corrispondenti a f{x) {questi limiti esci.) avranno infiniti massimi 
e minimi negli intorni dì un numera finito o infinito di punti dd- 
l'intervallo dato. 

In particolare dunque, sempre nella ipotesi che f{x) in qual- 
siasi iioreione dell'intervallo dato abbia un numero infinito di 
massimi e mìnimi o presenti dei tratti d' itivariabilità, si potrà 
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Canche asserire die quando \ e A sona finiti, col passare di a 

" <fa a a & ^l'^OJ) le ftimiont !p(x)=fla;)— [jur — t per ^<0. saranno 

setnpre creseenli; per [i.>A saranno sempre decrescetUÌ; e per y. 

compreso fra X e A (k e A esci.) avranno little fra a e b un 

numero hifiiiilo di massimi e minimi. 

Osservando poi che, se X è finito, per [i.=^X la funzione corri- 
spondente 'f(^) in forza del teorema del §. 14tì non potrà andar 
mai decrescendo col passare di x da o a i, mentre, se A è finito 
quella corriapondeute a [j.=A non potrà andar mai crescendo, sì 
potrà anche asserire che qualunque siano le particolarità che la 
funzione f(x) presenta rispetto ai massimi e minimi o rispetto 
ai tratti d'invariabilità, se X è finHo la funsìone 'f{x)=f{£)—'i~T—v 
che corrisponde a ]j.=X col passare dì x da a a b non andrà mai 
decrescendo, e se A è finito la fmmone y'ar)=/(a;) — Aa; — v che 
m ,eorrisj>oiide a ^.=A no» andrà mai crescendo. 
I 173. La considerazione delle funzioni t^(x) che si ottengono 
da f(x) togliendovi le funzioni di primo grado ^+v, è quella che 
ci ha condotti alla dimostrazione della maggior parte dei teoremi 
che qnl abbiamo dati; e anzi possiamo asserire che queste fun- 
zioni 'f(x) costituiscono un elemento importante per studi del 
genere di quelli che qnl abbiamo fatti, e devono essere considerate 
insieme alla primitiva f\.L), poiché i risultati precedenti ci mo- 
strano che quelle singolarità che talvolta si incontrano cercando 
le derivate di una funzione, anziché attribuirsi a singolarità che 
compariscono in questa funziono devono invece attribuirsi a sin- 
golarità che si presentano soltanto in alcune delle funzioni corri- 
l' qMmdenti -f (j-). In modo simile la considerazione delle funzioni 
" ^ìt) che si ottengono da f(.v) aggiungendovi o togliendovi fun- 
zioni di secondo grado ax^-\-bx-\-c o dei gradi superiori condur- 
rebbe a altre proprietà delle funzioni, e specialmente a quelle che 
8Ì connettono colle questioni relative alle derivate seconde, e a 
quelle degli ordini superiori ; però noi non entreremo ora in que- 
sto studio, e soltanto per accennare come la considerazione di 
queste nuove funzioni |(j;) possa tornare utile, ce ne varremo per 
dimostrare due proprietà delle funzioni, la prima delle quali è la 
leguente: se per una fumione finita e conlhiua f\ji:) le derivate d. 
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a lìestra e quelle d'i a sinistra dei punti x di un dato intervallo 
sono sempre ddenninafe e finite, esse non possono differire- l'uno 
dall'altra i« ot/ni punto di una porzione comunque piccola deft'in-, 
Urvallo slesso sema :he avvenga che in infiniti punti della porsit 
medesima la loro differenza d, — d'i sia positiva e in infiniti nitri 
sia negativa. 

Si consideri infatti nella pomone (^. jB) la funzione: 



<.(x)=Aj,-)-rt.)- 



?—"'! 



im-ml+H-'-') (P-'). 



essendo un numero fisso positivo o negativo. 

Questa funzione si annullerà per -T:=a e j"=3; e se è ab- 
bastanza grande iu valore assoluto e cC>°, almeno per alcuni 
valori di .v fra a e 3 essa avrà il segno di 0; quindi per abba- 
stanza grande e positiva es.sa avrà un massimo positivo in tin 
punto x' intimo all'intervallo (a, p), mentre per negativo e 
abbastanza grande io valore assoluto essa avrà un minimo nega- 
tivo in un punto -i'' interno allo stesso intervallo. 

In questi casi dunque, per h positivo e sufficientemente pic- 
colo, avremo respetti varaente : 



^,^.'+ft)_, j,(.r') 

k 
h 



—A 



<o, 



quindi, poicliò si ha iu generale: 

it{x+ìi)-\{x) ^(x-h)-\{x)_ f{r+h)-nx) A^-h)-m 



e h può prendersi arbitrariamente piccolo, ai vede subito di qui , 
che, comunque eia stato preso il 6, la differenza 
fi^x+h)~f {x) f[x-li)-f{x) _ 
h 



- nel punto x non potrà avere aa 
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limite positivo, mentre nel punto ,c" non potrà avere un limite 
negativo ; e si conclude perciò che nell' iutervallo (a, p) dovranno 
esistere dei punti i' pei quali si ha: rf,' — d'^-^O, e dei punii a;' 
pei quali si ha invece: d»- — d',"<lO; o questo dimostra evidente- 
mente il teorema. 

174. Oltre » ciò aggiungiamo che, colla considerazione delle 
funzioni <^(x) che ai deducono da f(x) togliendovi delle funzioni 
di secondo grado, si può estendere il teorema del §. 82 dimo- 
atrando che quando una fumioite f{x) è fmila e amtimta in un 
dato interludio, e in un punto rr' interna a questo intervallo olire 
ad avere la derivata prima determinata e finita, ha anche la 
derivata seconda ri.-^') diterminata (finita cioè o infinita e deter- 
minata di segno), questa derivata seconda sarà sempre il Umile 

jìer h=0 del rapporto '-^ ^ — ^-^5-^^ — ~ ^ . 



I Consideriamo infatti la funzione ^(x)^f(z) — -^jc*, ove è 

una costante qualunque, e osserviamo che (per qnanto lo abbiamo 
taciuto nell'enunciato) resistenza della derivata seconda ili f(:r) 
nel punto x' suppone anche quella della derivata prima in ogni 
punto di un intorno sufficientemente pìccolo (x' — Sj, x'+e^ di x'; 
e lo stesso accadrà in conseguenza per la funzione '^{■e), per 
modo che se A è un numero positivo sufficientemente piccolo, 
si avrà {§, 72, 6.°) 



(I) 



>eaa O^ e % compresi fra e 1 (0 e 1 esci.); perciò sarà: 
^x+h)~2^ix')+'^{a;-h) _ f(.r-+9.A) __ f(.g'-Q,A) 
I A* A A ' 

• BÌccome ^'i-^') ^ determinato e finito, e ^, e % sono differenti 
da zero, si potrà anche scrivere: 
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piccolire ìndG6nito di h, siccome 0, e Oj sono sempre compreù 
fra e l (0 e 1 caci.) e i tcniiini cbe essi moltiplicano nel secondo 
membro della formola precedente sono valori dei rapporti incre- 
mentali deatri e sinistri di f'{r) relativi al punto x', è certo cbs 
questi termini avranno per limite zero, e perciò si avrà, come 

8. 82, ,Jf^i±ht^m+»^^o, ower.: 

Se poi si ha p.es. f"(x')=-\-yD , allora sarà anche !li"(r')=+oO 
per qualunque valore finito di 9; e quindi, siccome 0, e 0, sono 
positivi, i due termini del secondo membro della formola (2) col 
tendere di h a zero dovranno avere per limite zero, o una quantità 
positiva finita o infinita, o dovranno oscillare senza essere mai 
negativi. 

Ma se il secondo membro della formola (2) non avesse per 
limite -|-G0 per qualunque valore di 0, o in altri termini, se pra 
vm valore 0^ di 9 avvenisse cbe il secondo membro della formola 
(2), per quanto si facesse imjìiccolire h, non finisse per restare 
senipì-e maggioro di qualunque numero dato p, ea. w, allora, indi- 
cando con ipo(''^) ^* funzione ''^{/) corrispondente al valore \ di 8, 
e con '\i{x) quella corrispondente a 9=^0^-(-(d, si avrebbe eviden- 
temente: 

U^'+h)—2UsB')-\-U^'—h)_'!f^{x-^h)—2Ux)+U'^'—Vì 



A* ~ A* 

e quindi, per quanto si impiccolisse A, il rapporto 

^ (a:'4-A)_2((,,(j;')+^,(j;'_;,) „ . .. 

— —^ — ■ " — — ^^ non fimrebbe mai per essere sempn 

positivo e differente da zero, e questo è in contradizione con 
quanto abbiamo detto aopra; dunque conviene ammettere che 
qualunque sia 9 il secondo membro della formola (_2) per A=0 
abbia per limite -\-<x> , e questo porta evidentemente a conclu- 
dere che anche in questo caso si ha; 

li„tea±I?Sf2±«L=Ì)=+ „ _r(n talché il teor™. 

enunciato sopra è ora completamente dimostrato. 
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È da notare che rispetto alla derivata Boconda di f(x) la 
dimostrazione precedente suppone soltanto che essa abbia un 
valore determinato nel punto x\ e non suppone nulla rispetto 
agli altri punti, nei quali in conseguenza questa derivata può 
anche non esistere affatto, senza che il teorema cessi per questo 
di esser vero. 

175. Notiamo inoltre che, considerando sempre la funzione 

'K'*'')^=A-*') — n^*i se invece delle formole (1) si fa uso delle altre: 

^(x'+A)=^.(x')+i^'{^'+e'A). 
ove 9' e 0' sono compresi fra e 1 (0 e 1 esci.), si giunge alla 
seguente : 



T'ali, 



^x'-{-2h)-2^ix'^h)-ì-jf(x-) _„, ^-(x'-\-2U)-^Xx-) _ 



A» 



gfl. »'(a''+6"A)H''.(a'') 



[alla quale sì deduce subito, come nel caso precedente, che se in 
uu punto ,»:' (che ora può essere anche un estremo dell'intervallo 
che si considera) una funzione f{i) ha la derivata seconda presa 
da una parte di x determinata e finita, questa derivata seconda 



sarà sempre il limite del rapporto 



f(s-+2h)-3fW+l>)+l lx') 



preso questo limite per A=-f-0 o per h^ — secondochè la detta 
derivata deve essere presa a destra respettivamente o a sinistra 
del punto x'. — E naturalmente se questa derivata seconda sarà 
la stessa si a destra che a sinistra, cioè ^e esisterà la ordinaria 
derivata seconda, il limite della espressione scritta sopra verrà od 
essere uguale a questa derivata tanto per h^-\-0, quanto per 
h=-0. 

Questi resultati, oltre al rigore portano anche una maggiore 
generalità nei teoremi che ordinariamente si danno nei trattati di 
calcolo differenziale sulle differenze e sui differenziali secondi, e 
potrebbero estendersi alle differenze e differenziali degli ordini 
superiori. 
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176. Gli studii che qui abbiamo fatto intorno alle derivate 
delle funzioni finite e continue non possono dirsi completi; e forse 
anclie avrebbero potuto essere esposti con un online migliore, oya 
non me lo avessero impedito varie circostanze, non ultima delle 
quali quella che essi sono stati fatti in epoche differenti e in parta 
anche quando la loro stampa era giù incominciata. 

Ciò non ostante io annetto una certa importanza a questi 
studii, e credo che attenendosi alla via in essi seguita ai potrìt 
giungere a trovare anche qualche cosa di più completo e di più. 
semplice intorno alle derivate delle funzioni finite e contìnue. 

Del resto poi, riassumendo, si trova che gli studii che noi 
abbiamo fatti, per quanto incompleti essi siano, mettono già in 
chiara luce alcune particolarità assai notevoli. 

Risulta infatti da ciò che precede, che per le funzioni che, set* 
bene finite e continue in un dato intervallo, in qualsiasi porzione 
dell'intervallo stesso hanno un numero infinito di massimi e 
minimi, le derivate, qnand'anclie siano prese soltanto da una 
parte dei punti dello stesso intervallo possono non essere i 
determinate e finite ; e quando esistono, esse hanno una discanti* 
nuità dalle due parti in punti di qualunque porzione dell'intervallA' 
primitivo {§. 161); talché queste funzioni devono essere assolti'^ 
tameute escluse dalla classe di quelle alle quali si applica 3 
calcolo differenziale, almeno quando oltre alla prima si vogliono 
considerare anche alcune delle derivate degli ordini superiori. 

Quando poi (come il più spesso avviene) è necessario c.hetft 
funzioni che si considerano in un dato intervallo siano finite e 
continue insieme a alcune delle loro derivate in tutti i punti ^ 
questo intervallo, ad eccezione tutt'al più di un numero finito dì 
punti dell' intervallo medesimo, allora non si potranno considerarf 
che alcune fra quelle funzioni cui si riferisce ÌI teorema del §. 16^ 
per le quali iu ogni porzione dell' intervallo dato esistono sempre 
altre porzioni ove la funzione è sempre crescente o sempre decre- 
scente, ec, per modo che gii infiniti massimi e minimi, se puit 
esistono, non si trovino che in intorni di un numero finito o infi- 
nito di punti discreti dell'intervallo dato. 

E quando, particolarizzando ancor più la natura della fnn- 



ziono f(j:^ che si considera in un dato intervallo (a, 6), si richieda 
che ad essa sia applicabile Io sviluppo di Taylor attorno a ogni 
punto Xq di queato intervallo, allora le considerazioni precedenti 
portano facilmente anche a concludere che gli infiniti massimi e 
minimi devono essere esclusi assolutamente in tutto l' intervallo 
sì nella funzione f{x) che in una qualunque delle sue derivate, per 
quanto il numero di questi massimi e minimi, pur restando sempre 
finito, possa anche andare crescendo oltre ogni limite al crescere 
sempre più dell'ordine di derivazione; o anche, il che tornerà lo 
stesso, gli infiniti massimi e minimi devono essere esclusi assolu- 
tamente da una qualunque delle infinite funzioni /"(>)— P (la f\x) 
iuclus.) che si ottengono da f{x) togliendovi qualsiasi polinomio 
ragionalo e intero P. 

Si osservi infatti che se mia funzione f(x), come p. es, la 

Hu — , in ogni intorno p. es. a destra di 



funzione e 



un punto Xq nou ha sempre uno stesso valore ma ha un numero 
infinito di massimi e minimi, e nei punti di questo intomo am- 
mette sempre una derivata ordinaria determinata f'{x) che nel 
punto Xg è anche continua a destra, ijuesta derivata nel punto x^^ 
dovrà essere zero {§. 159), « tate dovrà essere pure in infiniti 
punti di ogni intomo a destra di Xg, senza però essere seiupre 
uguale allo zero, per modo che questa derivata dovrà avere an- 
ch'essa un numero infinito di massimi e minimi in ciascuno degli 
stessi intorni (§. 57), e essere, come abbiamo detto, uguale a zero 
nel punto x^. 

Similmente dunque se la stessa funzione f(x) ammette anche 
ima derivata seconda /"(a-) che nel punto Xg è continua a destra, 
questa derivata avrà anch'essa Infiniti massimi e minimi in ogni 
intorno a destra di .Cg, e sarà zero in x^; e cosi in generale se 
una funzione /\x) ha un uimiero infinito di massimi e minimi 
negli intorni comunque piccoli di un punto Xg, altrettanto accadrà 
per le derivate dei varti ordini che essa ammette; e, almeno fincliè 
in J"|, queste derivate sono continue, esse in questo punto a:^ 
iiaranno uguali a zero; talché in particolare si vede ora chiara- 
mente che se un» funzione ffx) nei punti di un dato intervallo 



avrà le sue derivate dei vani ordini sempre finite e continue, (come 
appunto si richiede per la sviluppabilità della steasa funzione in. 
serie di Taylor), né la funzione f{r) uè alcuna delle sue derivate 
potrà avere infiniti massimi e minimi nelle vicinanze di alcun 
punto dello stesso inteivallo, senza che lo atesso accada per la 
derivate degli ordini seguenti, e senza che in quel punto queste 
ultime derivate siano tutte uguali a zero. 

Osservando dunque che, per una funzione non raàonaU, 
l'essere zero in nn punto Xf^ tutte le derivate al di là di un c«rto 

ordine (come accade p. ea. per la funzione a:*+ e '"'* sen -;- — J 

esclude assolutamente la possibilità del suo sviluppo in serie dì 
Taylor ordinata per le potenze di x-t^ (cioè attorno al punto x^), 
è forza evidentemente concludere come dicevamo sopra, che Is 
sviluppabilità di una funzione f{x) in serie di Taylor attorno 
singoli punti di nn certo intervallo (o, b) esclude assolutamente 
la presenza in questo intervallo di un numero infinito dì massimi 
o minimi si nella funzione che nelle sue derivate dei varii ordini 
e la stessa esclusione viene ad aversi necessariamente anche pei 
le funzioni f(x) — P, ove P è un polinomio razionale e intero qua- 
lunque, poiché ove una di queste funzioni negli intorni di un punto 
Xq avesse un numero infinito di massimi e minimi, siccome te sue 
derivate a partire da quelle di \m certo ordine coincidono coli» 
derivate di flx), a partire almeno dallo stesso ordine quest'ultima 
derivate sarebbero tutte zero nel punto x^ . 

In particolare poi, dietro quanto abbiamo detto, si può anche 
asserire che, se a è una quantità fissa qualsiasi, la rappresentabihtà 
dì una funzione f\x) in serie ordinata per le potenze dì x — a per 
tutti i valori di a; fra n e 6 (a e 6 inclusi o no) esclude assoluta- 
mente la presenza di un numero infinito di massimi e minimi 
tanto per la funzione che per le varie sue derivate in qualunque 
porzione («', b') dell'intervallo («, b) che non termini ai punti o 
e b, giacché, come è noto, una tal funzione ft,x) è sempre svilup- 
pabile in serie di Taylor attorno a ogni punto Xq dell'intervallo 
Co', 6'), ec. ■ . . 

Vedremo poi, uel capitolo seguente, che le restriaioni che 
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wr 

^Rnì si hanno rispetto alla applicabilità del calcolo differenziale 
^^lle funzioni clie hanno un numero infinito di massimi e minimi, 
e rispetto alle loro derivate, si riducono di gran lunga minori 
quando si tratta invece di applicare toro il calcolo integrale; per 
modo che, non ostante ciò che sopra abbiamo detto, la conside- 
razione di queste funzioni non è da escludersi del tutto dagh studi 
analitici. 

177. Poiché le considerazioni del paragrafo precedente ci 

k ertone dell'esistenza dì fiinzioni, come la e ''~'°' sen , 
tue in tutto un intervallo hauno le loro derivate finite e continue, 
mentre in uu punto a'a dello stesso intervallo queste derivate sono 
sempre uguali allo zero; e tanto più poi inquantochè ai riscontra 
r. che di tali funzioni se ne hanno anche alcune, come p. es. la fun- 

(*— «oj'i che in vicinanza di x^ non hanno neppure un 

3 infinito dì massitni e minimi, non troviamo fuor dì luogo, 
I presentare anche la osservazione seguente. 

Osserviamo cioè che data una funziono f{x) le cui derivate 
i varii ordini sono finite e continue nei punti di un dato infcer- 
bIIo (a, b) al quale appartiene il punto x^, la serie di Taylor: 

T(-f .)+ 2^-V'W+ ^:^f^' f-W + . . . • 

e spesso sarà convergente in tutto un intervallo (a:^ — p, x^p), 
e rappresenterà una funzione finita e continua insieme alle sue 
derivate in tutti i punti di questo intervallo (gli estremi al più 
esci.); ma questa funzione ^{x), sebbene nel punto Xg abbia Io 
stesso valore e le stesse derivate della funzione data f{x), potrìi 
differire da ^(.t) in tutti gli altri punti delle porzioni comuni dei 
due intervalli (a, i) e (x^ — p, u."d+p); la differenza essendo una 

■jbn^one che nel punto Xfj aia zero insieme alle sue derivate dei 

nnrii ordini. 

Ciò equivale a dire che quando una funzione di una variabile 
reale è finita e continua in tutti i punti di un dato intervallo 
insieme alle sue derivate dei varii ordini, non sempre può dirsi 



(come pure bene spesso si è affermato fin qnì) che i Talori di 
essa e delle sue derivate in un punto c^ratterizziuo completamente 
la ftinzione in tutto l'intervallo dato; e neppure questa fumtìone 
può dirai caratterizzata dai valori che essa prende in una porzione 
determinata e comunque piccola («,, 6,) dello atesso intervallo, 
poiché questi valori, sebbene servano at calcolo delle derivate 
nsi punti estremi a, o ò,, non possono determinare la funzione 
neppure in intorni comunque piccoli di questi punti a, e bi presi 
esternamente all'intervallo (a,, bi); e ciò a meno, s'intende, che 
non sia posta come condizione anche la sviluppabilitù di f{x) in 
serie di Taylor attorno a ogni punto x^ di («, 6), o a meno che non 
siano date altre proprietà speciali di f(j;); talché evidentemente, 
finché si resta nel caso di funzioni di variabili reali, la claasazione 
proposta da Hankel (") di queste funzioni in funzioni legittime e 
funzioni illegittime non può essere pienamente accettata. 

Integ^rali definiti. 

178. Nei trattati di calcolo differenziale e integrale l'integrale 



definito / f{x)dx 
•'a 



fra due limiti reali a. e f 



per 



B funzioni reali e 



finite f{x) si definisce ordinariamente dicendo che esso non è altro 
che la quantità /'i(P)~A(")' o™ /"((P) ^ fM) ^^^*^ ^ valori per x=p 
e x-a di una funzione finita e continua ^,(x) legata a f{x) dalla 



relazione- 



tir 



=f{x). Con questa definizione {>erò la dimostrazione 

che si dà ordinariamente della esistenza dell'integrale di una 
funzione f{x), anche limitata alle sole funzioni continue, non può 
dirsi rigorosa perché fondata sulla esistenza di ima curva rappre- 
sentativa della funzione stessa f{.iì); e d'altro lato poi, lasciando 
anche da parte le questioni sull'esistenza o nò dell'integrale, la 
stessa definizione non somministra un mezzo generale per trovarlo 
effettivamente, poiché ne fu dipendere la ricerca da oixirazioni da 



(') Hankel. Untoisuchuugcn nber dio iii 
FnDOtiontii i«g. lE. 






farsi Bu una funzione d«I tutto ignota; quindi convieae andare in 
traccia di una definizione meglio appropriata per uno atndio 
generale delle funzioni. 

La nuova definizione, di cui la esplicita introduzione nella 
scienza deveai propriamente a Catichy, a Dìrlchlet, e a Riemann si 
ha in una delle antiche proprietà degli integrali definiti; e men- 
tre, in casi anche ben più generali di quelli che ordinariamente si 
considerano nei trattati, essa ci riporta poi all'antica definizione, 
dandocela come proprietà degli integrali stessi, ha su questa 
ultima il vantaggio di mostrare sotto quali condizioni generali 
l'integrale ha un significato preciso e determinato, e di farne 
dipendere la ricerca da operazioni su quella funzione «tessa alla 
quale l'integrazione deve applicarsi. 

Noi daremo qui la nuova definizione; ma prima, ritenendo 
per un momento l'antica, ricorderemo la proprietà e le osserTa- 
zioni che alla definizione stessa danno luogo. 

179. Sia perciò fix) una funzione che nell'intervallo finito da 
a a p è finita e continua, ed è derivata di mia funzione F(x) che 
nello stesso intervallo è dotata delle medesime proprietà. 

Supponendo p. es. a<CP, e indicando con x^,x^,x^,... ,i,_, 
-1 valori di x in ordine di grandezza crescente fra a e p, e con 
E8|, 5j , . . , ò„ le differenze j"j — a, ./j — J-'i, x^ — a"j, . . , p— ;C.-( , 
i avrà {§. 72, 6."). 

F(x,) = F(.)+8,«a+>,!,), 

F(.»,)=F(a-,)+8/{^,+.A), 



\ e quindi s 



F{PHF(r„.,)+S^j,^,+enS«) , 



F(p)-F(«)=2S,rta;,_.4-EK«.) , 



, Ej, . . . , Eh sono numeri positivi compresi fra e 1, il cui 
Btalore dipende dalla natura della funzione F(x) o/^a;) e dai valori 
rpresi per jp,, j:g,..., Xn-i- 



Lb somtnii 



^pA'. 



i+E,5,)t 0" le e,, flj, . . . , e„ sono prese 

nel modo che abbiamo detto, dipendentemente cioè dalla natura 
della funzione f(x) e dai valori presi per le Xi, ,»j, , . . , Xn~i, ha 
dunque un valore determinato o finito F(p) — F(a), qualunque 
siano le quantità ^| , Xj, . . . z„_, e qualunque sia il loro numero ; 
quindi poiché, secondo l'antica definizione, F(p)— F(a) è l' integrala 



definito 






\x, ai conclude che esso è anche il limite della 



J!' 



eommaV 3,/(j;(_,-|-£,5,), quando le 8, diventano minori di qua- 
lunque quantità data, le e, restaudo sempre numeri dalerminati 
compresi fra e 1, dipendenti dalla natura della funzione /[t), 
e dagli estremi x,_,, x, degli intervalli 6,. 

Valendosi dunque di questa proprietà, l' integrale definito 

f{x)dx, per una funzione finita e continua [{x) che f ra r e ^ 

è la derivata di un'altra pur finita e contiima V(x), potrebbe anche 
definirsi col dire che esso è il limite della somma dei prodotti 
degli intervalli 5, , S^,..., 5„ in cui si divide l'intervallo (a, p) 
moltiplicati reapettivamente pel valore della funzione f[x) corri- 
spondente a un valore determinttìo di x nel medesimo intervallo. 
Ma per le funzioni generali di Dirichlet, come anche per le fun- 
zioni più comuni, non si vede come possano aversi questi valori 
intermedii dderminati; quindi, anche questa definizione presente- 
rebbe inconvenienti gravissimi, e per avere una definizione più 
adattata converrà trasformare la proprietà precedente degli iute* 



grali 



I f(^)dx 



intesi nel senso primitivo, o valerai di altre loro 



proprietà. 

180. Per questo osserveremo che per una funzione finita e 
continua f{x) quale è quella che qui consideriamo, le quantità g, 
) anche supporsi numeri qualunque fra e 1, e quindi 



l'integrali 



•'a 



può anche essere considerato come il limite 
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ideila somma dei prodotti degli intervalli 5,, ?j, . . . , d^ nei quali 
lai divide l'intervallo totale (a, p) moltiplicati respettivamente per 
r im valore della funzione fX't:) corrispondente a un valore iiuahm- 
I qtie di X nel medesimo intervallo. 

Continuiamo infatti a indicare con e, , Ej , . . . , e,, i numeri de- 
iierminati che colla divisione dell'intervallo {i, ^) in intervalli 
parziali S„ Sg, . , , 8^ conducono al valore F(P)-F(a) dell'integrale 



II 



f{x)dx, e indioliiamo con Cu Ca. 



dì j; negli intervalli 
Si avrà: 



6,, Sj, 



, . . , Cu dai valori qualunque 
respettivamente. 

e quindi, osservando che, a causa della continuità di f{x) in tutto 
l'intervallo (a, P), per ogni numero positivo e arbitrariamente 
piccolo a si pub trovare {% 42) uu numero d tale che in ogni 
intervallo inferiore a d le oscillazioni della funzione alano inferiori 
a o, si concluderà subito che quando le S. saranno già ridotte 
tutte inferiori a d, si avrà sempre in valore assoluto: 

p.m.ì -*6,rtT..,+.,8.)<c|!. , 



|«.«t.)-|s,«x._,+.A)«i(P-.), 
• quindi sarà: 



I 



appunto avevamo enunciato. 
181. Questo risultato è quello di cni ci si vale ora per la 
Inizione degli integrali definiti per tutte le funzioni {(x); poi- 
liìè, qualunque sìa la funzione f{x) fra a e p, purché sempre 





finita, l'integrale definito 



) / flj))dx si 



considera ora come il lìmite 



della sommayS,/", dei prodotti 5,f, degli intervalli S,(s=l,2 



»), 



in cui si suppone diviso l' intervallo totale (a, p,), moltiplicati 
respettivamente per un valore qualunque f, della funziona negli 
intervalli stesai S,, o più generalmente per uno qualunque dei 
numeri f, compresi fra il limite superiore e il limite inferiore di 
f{j-) negli stessi intervalli S, {questi limiti inclusi). 



n 



Però onde l'integrale / /■(,r)rf(j;) così defluito abbia un 8Ìgni- 

Acato, e quindi la funzione /*(.>:) possa dirsi effettivamente aUa alla 
integrazione definita fra a e p, bisognerà che la funzione stessa 

f{j;) sia tale che il limite della somma V?,/^, che evidentemente 

non può essere infinito, abbia un valore determinato indipendente 
dai valori f, che si prendono nei differenti intervalh, e indipen- 
dente dalla legge secondo la quale sono presi questi intervalli ; 
quindi noi dobbiamo prima di tutto cercare le condisioni iieces- 
aarie e sufficienti perchè questo accada. 

182. Sia perciò f(x) una funzione di x sempre finita fra a e (3, 
e supponiamo dapprima che si sappia che essa è atta alla inte- 
grazione de&nita fra a e ^. 

Allora, se si là una divisione dell'intervallo (a, p) n^li inter- 
valli parziali S, , 5^,...,^^, indicando in generale con f, un valore 
qualunque di f(x) nell' intentai lo 5„ o un numero compreso fra 
il limite superiore e il limite inferiore di fXx) nello stesso inter- 
vallo (questi limiti Buperiori e inferiori inclusi), e considerando 

la somma 25i/"i, si può dire che questa somma ha im limite 

I 
determinato e finito indipendente dalla legge secondo la quale è 
stata fatta la divisione dell'intervallo dato negli intervalli parziali 
S,, S) , . . . 3«, e indipendente dal valore f, scelto in questi inter- 
valli; per modo che se L, e /, sono i limiti superiori e inferiori 
di f{x) nell'intervallo 3,, sarà: 
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Iimy8./",=limy8Ji,= limy8,/,=quant. det. e fin., 

e quindi, qualunque sia il sistema di divisione adottato per 
intervalli 8, , si avrà : 



I liia2^,D,=0. 

Basendo D, la oscillazione di f(x) nell'intervallo 8,; e questo mo- 
stra intanto che onde la funzione ^j:) sia atta alla integrazione 

definita fra a e p, è necessario che la somma VS,D, dei prodotti 

I 8^, degli intervalli 8, nei quali si divide 1" intervallo totale (a, p) 

' moltiplicati ciascuno per le respettive oscillazioni della funzione 

negli stessi intervalli tenda a zero coli' impiccolire di questi 

intervalli, qualunque sia la legge secondo la quale la divisione 

dell'intervallo totale è stata fatta. 

183. Supponiamo ora reciprocamente che per una data fun- 
[ zione f{x) lineata condizione sia soddisfatta per ogni divisione 
[ AelV intervallo, e cerchiamo se allora la funzione stessa /l(.f ) sia 
I tempre atta o nò alla integrazione. 

Immaginiamo perciò al solito eseguita una divisione dell' in- 
I iervallo totale (a, P) in intervalli parziali 8,, 8^ , . . , S^, e consi- 
deriamo dapprima le due Bomme\S,f, , 2 V» corrispondenti s 

due sistemi qualunque di valori /"„ /". compresi fra i limiti infe- 
riori e superiori dei valori di f\jj) negli stessi intervalli 8,, Si 
avrà evidentemente in valore assoluto: 



p.f.-p'r-<p,^.i 



' e perciò se la somma TS,/", per la divisione che è stata fatta del- 
l'intervallo totale (a, p) in intervalli parziali S^, S^,.., 3n avrà 
nn limite determinato, questo limite sarà indipendente dai valori 
ft che si sceglieranno negli intervalli S,. 




Immaginiamo ora eaegiuta un altra diviaìone dell' intervallo 
totale (ot, P) iu intervalli parziali S'j , S'j,...,5V; e, oltre alla 

Homma SZif, corrispondente alla divisione (5„ 3j , . . , 5»), con- 
sideriamo anche l'altra YS',^', corrispondente alla nuova diviaìo- 
ne (5'„ 5-,,.., 8V). 

Indichiamo perciò con Xf, ù:^,. ., Xn^, i valori di ;i; in ordine 
di grandezza crescente corrispondenti ai punti di divisione dell'in- 
tervallo (a, p) negli intervalli S„ Sj,.., 5„, e con x\, tc'j,.. Jj'n-i 
i valori analoghi di j: per la divisiono (8',, S'j,.,, 5'h'); e con 
questi due sistemi di valori di x formiamo un terzo sistema 
r,, rg,..., rp_i che risulti dall'insieme dei due primi, in modo 
cioè che una qualunque delle r,, rj,. . ., r^^, sia una delle Xf, 
X), , . . , x„.., o delle j.', , x'i ,.., .T '»■_( ; e supponiamo che que- 
ste quantità r, , t'g , . . , fp^, siano case pure in ordine di gran- 
dezza crescente, e siano p, , pj ^ ■ ■ ■ , pp i nuovi intervalli fg — a. 

Evidentemente nell' intervallo fra due x, consecutive Xt-i e 
a",, potranno cadere alcune delle r o anche nessuna; e in generale 
possiamo dire che se x,.,=>\ sarà :Ci,=r,,,, essendo (^1 , e »*,♦, , 
fjirt,..., ì\t^i saranno le r che cadono fra x,_, e x,\ talché 
evidentemente sarà: S,;=pi„-|-p*ti-}- . . -}-p,-t,i e potremo porre: 

+p..,tf.-r...)+p.«(A-r.«)+ ■ ■ +f..tf.-r.-.) , 

ove /"*,, , /",„ , . , , f"i,^, sono valori scelti a piacere fra i limiti 
superiori e inferiori dei valori di f{x) negli intervalli p^», , pA+, , . . , 
pit, respettivamente . 

Ora di qui si avrà: 

essendo F la somma delle somme: 

p„.(/-.-r...)+f'...(A-r.«) + • ■ ■ +p.- (f.-n.,) , 



corrispondenti ai varii intervalli S,; quindi, poiché in ciascuna 

di queste aomme la njaaaima delle differenze f,~f'\n, f,~f"im.,-, 
Don può superare in valore assoluto la oscillazione D, nell'inter- 
vallo corrispondente S,:=p,Ti+f'/,+i4- . . -f-p*'/i si avrà intanto 
in valore assoluto: 



. (>) 



p<yj,D,. 



Similmeiite si trova cbe ; 



p.r.-^i'j-.+f, 



ove per /", si possono intendere presi gli stessi valori che prece- 
dentemente, e P' ù la somma analoga alla P per gli intervalli S'„ 
per modo che in valore assoluto si ha : 



P<yS'.D', 



(2J 

quindi sarà: 

(3) p.f.-p.r.=T-v, 

ove P e P' soddisfano alle condizioni (1) e (2), e si conclude 

perciò intanto che se la condizione limVS,D(=0 ù soddisfatta 

per tutti i sistemi di divisione (3,, S^, . . . , $„), e se per una data 

divisione la somma y^S.f, ha un limita determinato, le somme 

analoghe per tutte le altre divieioni avranno ancora lo atesso 
limite. 

Oltre a ciò poi, di qui si vede pure facilmente che se la 

condizione limV$,D,:=0 è soddisfatta quando la divisione degli 

intervalli ai fa seguendo una certa legge, esiste effettivamente per 

la stessa divisione un limite determinato per la somma ^^iff 




Quando infatti le 5, saranno ridotte sufficientemente pìccole 
(come p, 69. quando saranno tutte divenute inferiori a una gran- 



dezza sufficientemente piccola S) le somme e 



rrispondenti 2*»^» 



saranno sempre ìoferiori a un numero dato positivo e arbitra- 
riamente pìccolo o; quindi, se si suppone clie con un ulteriore 
impiccolìmento, seguendo sempre la stessa legge per la divisione 
dell'intervallo totale in intervalli parziali, le S,, 3j, . . . , 8» di- 
veugano le 5',, 8'j,..., 8V si vede subito per le (1), (2) e (3) 

che le dift'erenze fra i valori successivi delle somme \S,f, dopo 
che le S, saranno divenute abbastanza piccole si manterranno tutte 
inferiori & 2i, e perciò le somme \Sif, avranno un lìmite de- 
terminato (g. 22); talcbè si può ora evidentemente affermare che 
la condizione liraVs^,^o di cui abbiamo parlato sopra è anche 

sufficiente perchè f(x) sia atta alla integrazione fra a e ^, quando 
sia soddisfatta per tutti i sistemi di divisioae dell'intervallo totale 
in intervalli parziali S,, 5j,. .-, S„. 

184. Ora è facile di vedere che se questa condizione 

limy8J),=iO è soddisfatta quando la divisione (S,, 8, , . . . , S«) 

dell'intervallo (ce, p) viene fatta secondo una certa legge, essa lo 
è altresì per tutte le altre divisioni (S'j , S'^ , . . . , S'*,') dello stesso 
intervallo. 

Supponiamo infatti che le 8,, 8,,..., §„ della prima divi- 

sione siano già tanto piccole che per esse si abbia ^£(D|<C^ 

essendo a un numero dato positivo e arbitrariamente piccolo; e 
le S\, 8', , . . . , ^n' della seconda divisione siano già tutte inferiori 

a - , essendo d un altro numero positivo piccolo anch'esso a 

piacere. 

Allora se colle due divisioni date ai forma una sola divisione 
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, (tj,..., pf) come net paragrafa precedente, ritenendo le 
lotazioni dello stesso paragrafo, e indicando con D\ la oscitla- 
s di f{_x) nel r intervallo [n, sì vede subito che si avrà: 

Mfi perciò sarà intanto; 



Ma i termini della somma VS'.D', die 



non compariscono 



nell'altra 5;'»^"" ^^^ 



mai piiì di n, perchè essi potranno 



essere soltanto quelli corrispondenti agli intervalli 5', nell'interno 
dei quali cadono uno o più punti a,; quindi indicando con d' il 
massimo degli intervalli 5",, e.con D la massima oscillazione di 
f{x) in questi intervalli o quella fra a e P, si avrà: 



H Ìs',D'.<Ìp.D\+«d'D, 

e perciò sarà evidentemente: 



(4) 



y.'D'.<V5,D,-fn(^'D, 



^5'.D' 



<o+dD; 



"Bora aicconie •^ e d sono arbitrariamente piccole, e questa formola 
sussiste sempre anche al successivo impiccolirsi delle S'., si con* 

eluda subito di qui come volevamo che lim^ 5' J)',=0 ; e questo 

permette ora di enunciare il teorema seguente: Affinchè una 
funzione reale f{x) di una variabile reale x sia atta alla integra- 
zione definita in un intervallo finito (a, ^) nel quale essa è sempre 
finita, è necessario e suffidetUe che si possa fare una divisione del- 
riutervallo totale (a, p) i»i intervalìi parziali S,, Sa,.,. 5„ ifdi che 
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In somma X5.D, dei prodotti 5,D, degli inUrvaUi 5, moltiplicati 
per le respetUve oscillazioni della funzione negli intervalli stessi 
abbia per limite zero coli' impiccolire indefinUamenle di questi 
intervalli. 

185. Siccome poi nella dimostrazione precedente per giungere 

alla conclusione che limV 5,' D,'=0, basta semplicemente sup- 



porre che le S, , 



Sfl dalle quali si parte costituiscano un 
al- 



sistema d'intcrralli speciali pei quali si abbift]^fi,D,<;|( 

tra limitazione, s^ intende subito che si potrà anche modificare 
l'enunciato del teorema precedente col dire che: Affinchè la solita 
funzione reale e finita f(x) sia atta alla integrazione nell'intervatlo 
finito (a, p) è necessario e sufficiente che per ogni inUore positivo e 
arbitrariamente piccolo o si possa trovare un sistema d'intervalli 
speciali 5„ Sj , . . . , §„ nei quali si scomponga l'intervallo totali 
e tali che la somma corrispondente 25,D, sia inferiore a o. 

186. Mostriamo ora come le condizioni di integrabilità che 
abbiamo trovato si possono trasformare facilmente in un altra 
che riesce spesso di più facile applicazione. 

Supponiamo perciò dapprima che la funzione f{.v) sia atta 
alla integrazione nell'intervallo (a, p), e che gli intervalli 
2, , Sj , . . . , 2h nei quali si suppone scomposto l'intervallo (a, g), 



siano tali che per e 



corrispondente 2^*^' ^^* infe- 



riore a un numero dato positivo e arbitrariamente piccolo a; e 
indichiamo con z la somma degli intervalli S, nei quali le oscil- 
lazioni D, della funzione sono superiori a un numero dato pur 
positivo e piccolo quanto si vuole a. Si avrà: 

e perciò aam t<;— ; quindi, osservando che, per quanto piccolo 
sia stato preso il i, il numero — può sempre supporsi arbitra- 
riamente piccolo (perchè la piccolezza di 3' è indipendente da 
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lineila di a), si concluderà subito che se la fuozione f{^) è atta 
^Sdla integrazione, in qualunque sistema di divisione dell'intervallo 
totale si giungerà sempre a trovare im sistema d'intervalli par- 
ziali S,, Sj, , . . , S„, tali che la somma t di quelli fra questi iuter- 
Talli nei quali si hanno oscillazioni maggiori di un numero positivo 
e arbitrariamente piccolo ri, sia minore di un numero dato arbi- 
trariamente piccolo e positivo I . 

Viceversa, se si sa che questa condizione è soddisfatta qua- 
lunque sia o, anche se si sa soltanto che per ogni valore ape- 
àale di e di i esiste sempre un sistema d'intervalli speciali 
S,, Sj,...,Sh pei quali la somma ■: ad essi corrispondente sia 
inferiore ad e, si potrà affermare che la funzione f{T) è atta alla 
integrazione definita fra a e |> ; giucche allora, essendo i la somma 
degli intervalli S, nei quali si hanno oscillazioni superiori a rs, 
^ — a, — T sarà la somma degli intervalli nei quali te oscillazioni 
di f{x) non sono superiori a o, e quindi indicando con D la mas- 
sima oscillazione di f(T) net varii intervalli §„ o la oscillazione 
fra a e ^, si avrà evidentemente: 

per modo che sarà soddisfatta la condizione che vien richiesta 
dall'enunciato del teorema precedente onde la funzione f{x) sia 
atta alla integrazione fra a e P; quindi si può anche senz'altro 
affermare che: Affinchè la solita funzione reale e finita fix) sia 
atta all'integrazione nell'intervallo finito (a, p), è necessario e 
sufficiente che per ogni sistema di valori arbitrariamente piccoli 
e positivi a e e, si possa trovare un sistema d'intervalli speciali 
2j, 3j,..., 5n, tiei quali si scomponga l'intervallo totale (a, P), 
tali che la somtna t di quelli fra questi intervalli nei quali le 
oscillazioni della funzione sono maggiori di 3 sia inferiore ad e. 
E non si deve lasciar di osservare che le dimostrazioni precedenti 
permettono anche di dire che quando si sia verificato che questa 
condizione è soddisfatta qualunque sia a, allora al tendere a zero 
degli intervalli parziali in cui viene divìso l'intervallo totale, il 
i per limite zero; e ciò non solo per le divisioni 
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dell' iutervallo totale (a, Pi cui appartengono i sistemi speciali 
d'intervalli coi quali aarà stata fatta la verificazione, ma ancha 
per qualunque altra diviaione. 

Questi risultati poi rì applicano anche alle funzioni com- 
plesse di variabili reali, considerando peri» allora separatamente 
le due funzioni formate dalla parte reale e dal coeBìcìente del- 
l' immaginario, e talvolta anche considerando soltanto la funzione 
formata dai moduli della funzione data stessa. 

187. Da questo teorema risultano ora come casi particolari i 
seguenti. 

1.° Tutte le funzioni finite e contìnue in un intei-valìo finito 
(a, P) sono sempre afte alla integrazione definita in qtiesto inter- 
vallo, giacché per esse (§. 42), qualunque sia il numero positivo 
dato e arbitrariamente piccolo i, si può sempre scomporre Io 
stesso intervallo (a, |B) iu intervalli 5, talmente piccoli che in 
ciascuno di essi la oscillazione corrispondente D, della funsdona 
sia sempre minore di a . 

2.° Le funzioni finite f(x) che fra « « p sono soltanto general' 
mente continue, e quelle pimieggiate discontinue h mi discontinuUà 
sono in un gnrppo infinito di punti di prima specie sona atte aUa 
integrasione definita nello stesso intervallo. Si osservi infatti che 
in questo caso bì potranno separare dall'intervallo {a, P) altri 
intervalli >,, , X,, . . piccoli quanto si vuole che racchiudano i vani 
punti di discontinuità (% 14); e il numero di questi intervalli 
sarà sempre inferiore a \m numero finito per le funzioni general- 
mente continue, mentre, sebbene sempre finito, andrà crescendo 
indefinitamente al successivo impiccolirsi degli intervalli stessi, 
per le funzioni punteggiate discontinue che qui si considerano. 

Però questi intervalli X, , Xj , , . . , pur mantenendosi sempre 
in numero finito (§. 14), potranno sempre scegliersi in modo che 
la loro somma sia minore dt quel numero che più ci piace ì; e 
poi gli intervalli rimasti p,, , [ij, , . , , potranno sempre scomporsi 
ia un numero finito di intervalli parziali S, , S, , . . . tali che in 
ciascuno di essi le oscillazioni della funzione siano sempre inferiorT 
a nn numero dato arbitrariamente piccolo e positivo a, perche 
nc^li iutLTvnlli stessi {i., , |ij , . . . la funzione è continua; quindi 



evideiittraente si otterrà cosi una specmle scomposizione dell'iu- 
tervallo totale (n, ^) in intervalli parziali (?| , Sj . ■ . • )>| ^ i^ > - •) 
pei quali sarà soddisfatta la condizione eonteniitii nell'enunciato 
del teorema precedente, e perciò la lunzioDC data sarà atta alla 
integrazione definita fra a e 3- 

In particolare sono dunque atte alla intejfrazione fra e 1 
le funzioni punteggiate discontinue 1.', 2.* e 3.' del g. (i2. 

3." Le funzioni che tn un ittterr>alh finito (a, fi) sono sempre 
finite e godono della proprietà che il numero dei punti nei quali 
vi /tanno salti maggiori di un numero arbitrariamente, piccolo 
!> positivo a i sempre finito e solo può crescere olire ogni limite 
per rimpiccolire indefinitamente di i, sono atte alla integrazione 
definita fra a. e % Sia infatti /"(,<■) una funzione che soddisfa alle 
condizioni qui dette, e che sarà perciò una funzione punteggiata 
discontinua (§. tió); e siano exj, Sj,. .. a. i punti, in numero lìnito 

»i, nei quali questa funzione fa salti stiperìori o uguali a y, 

essendo o un numero dato comunque piccolo e positivo. Esclu- 
dendo questi punti con intervalli X, , )^ , . . . X„ tutti inferiori 

' a - , rimarranno alcuni intervalli in numero fluito u-. , rt» , . . . in 

icnn dei quali i salti della funzione saranno sempre inferiori 

la somma degli intervalli Xj , ^ , ■ - . À„ sarà inferiore a e. 

Ora, ripetendo quei ragionamenti stessi che si fecero ai 
[. 41 e 42 per dimostrare proprietà analoghe delle funzioni con- 
tinue, salvo a mutare ora naturalmente qua e là qualche parola, 
ai dimostra anche più in generale che: se una funzione sempre 
hita f[x) nei punti di un intervallo («, b) fa soltanto salti infe- 
rri a j, si può sempre trovare un numero positivo e differente 

t ziro 5* tale che, per 5 numericamente inferiore aS,e per tutti 
ttl X, e (r+8 dell'intervallo {a, b) si ha sempre in valore 

'^Sìsoluto: f{x+S) — /^u-Xy ; e quindi m ogni intervallo non supe- 
riore a 25' le oaciUasioni della funzione non sono mai maggiori 




(li n: dunque in fona di questa proprietìi siamo sicuri clie per In 
funzione che ora consideriamo, ognuno degli intervalli indicati 
sopra con |i.| , ^ , si potrà scomporre in nn numero finito 

d' intervalli parziali S, , S^ , . . . in ciascuno dei quali le oscillazioni 
della funzione non saranno mai superiori a a, e allora si otterrà 
una speciale scomposizione dell' intervallo totale (a, p) iu intervalli 
parziali (5,, Sj,...,X,, >^,...)pei quali è soddisfatta la condi- 
zione contenuta nell'enunciato del teorema generale del §. 180; 
talché anche in questo caso ai può ora affermare come volevamo 
che la funzione data f{j:) sarà atta alia integrazione definita a 

In particolare dunque sono atte alla interazione definita in 
qualunque intervallo finito tutte le funzioni punteggiate discon- 
tinue che si ottengono applicando il principio della condensa- 
zione delle singolarità (§. 1 14, 1.°), come potremo riconoscere per 
altra via anche in seguito. 

4.° Le funzioni setnpre finite die in un intervalle finito (a, p) 
Itanno soltanto dìsrontìnuità ordinarie, o che apendo delie discon- 
tinuità di seconda specie le hanno soltanto da un<i parte dei punii 
corrispondenti, e sempre dalla slessa parte {destra o sitiistra), sono 
atte alla inlegrazione fra a e p. 

Sia infatti f{3:) una tale funzione, e supponiamo che se essa 
ha discontinuità di seconda specie in uno o più punti fra a e p 
le abbia soltanto a destra dei punti stessi. 

Supponendo a<CP, indichiamo con e un numero positivo pìc- 
colo a piacere, e prendiamo a considerare l'intervallo (a, a+e). 

Siccome a sinistra di ogni punto la funzione data f{x) è 
continua o ha tutt' al più una discontinuità ordinaria, essa sarà 
una funzione punteggiata discontinua (§. 151) nell'intervallo 
{a, P); quindi anche nell'intervallo (a, a-fs) esisteranno infiniti 
punti nei quali la funzione stessa è continua, e se .L'i è uno di 
questi punti, e s è un numero dato arbitrariamente piccolo e posi- 
tivo, limitandoci a considerare la parte a destra di x^ si potrà 
trovare un numero positivo e, tale che per ogni punto x compreso 
fra Xf e Xf-H^i (j',-j-£, al pih esci.) si abbia in valore assoluto; 




I 



_ 247 — 

Però di questi numeri s^ ne esiaterii evidentemente un numero 
infinito, poiché, se e, è un numero clie gode dell'indicata proprietà, 
ogni numero inferiore a ui godrà della stessa proprietà; quindi 
potremo supporre che il valore scelto per e, sia appunto il limite 
superiore dei ralori che così può avere e, . 



Posto allora 'jf= 



, formeremo l'intervallo (y,, yi+ns), 



essendo e il numero scelto sopra a piacere, e in questo intervallo 
prenderemo un punto ^j a destra dì Pi nel quale la funzione sia 
continua, e poi anche per questo punto j-j formeremo un inter- 
vallo {a'i, a:j-f 6j) analogo all'intervallo {Xf, x,-\-s,]; per modo 
cioè che in ogni punto x di esso {x^-\-s^ al più esci.) si abbia in 

valore assoluto: /'(a.') — fì^sXqi essendo al solito i^ il limite 

superiore dei valori che può avere Ej quando si richiede che per x 
compreso fra x^ e a'a+ej (^j-|-£i al più esci.) si abbia sempre in 

valore assoluto f{x) — /I^sXi 



2' 



1 



Posto poi ya=a'j-|-Ej, formeremo l'intervallo (j/a, yj+i 

e in esso prenderemo un nuovo punto x^ a deatra di i/j nel quale 
la funzione data sia continua, e poi anche pet questo punto for- 
meremo un nuovo intervallo (-Tj, a^s+Sj), analogo agli intervalli 
precedenti (j;,, ^,+b,), (Jj, ^t^+Eì), in ogni punto x del quale 

(j;j-|-E3 al più esci.) si abbia in valore assoluto: /ÌO^/I^sI'^q' 

Cosi continuando successivamente, verremo a formare un 
sistema di numeri x, , 3"j , x^,.., che andranno sempre crescen- 
do; talché o sì raggiungerà il punto ^ dopo avere formato sol- 
tanto un numero finito dì intervalli (x,, ìTi+Ei), (-Cj, ar^+s^). 
(Zj , a^j+Ej) , . . . , o il numero dei punti j , , ij , x^,. . . andrà cre- 
scendo indefinitamente, e allora (g. 25) essi avranno un limite 
determinato uguale o inferiore a [J. 

Ma, ammettendo che si presentasse questo secondo caso, e 
che a fosse il limite (uguale o inferiore a p) degli infiniti valori 
che allora verrebbero ad avere x, , ij, Jj , . . . , ne avverrebbe che 
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in ogni intervallo a aìnistra di a, per qnauto piccolo esso fosse, 
vi cadrebbero un numero infinito di questi punti; e siccoine, la 
funzione f{x) nel punto a a sinistra è continua o ha tutt' al più 
una discontinuità ordinaria, e quindi ai può sempre determi- 
nare (jj. 22} un intervallo {a — io, a) a sinistra di a tale che per 
ogni sistema di punti £, 7] presi ìn esso (a al più esci.) si abbia 

sempre in valore assoluto /"(£) — f(,ti)<C^, così anche in questo 

intervallo (a— io, a) dovrebbero esistere infiniti punti ar,, :r^, x^,.-. 
Ma se a.'_ fosse uno di questi punti, per ogni punto x del- 
l'intervallo (a — (u, h) (« al più esci.) si avrebbe in valore assoluto 

f(x) — f{3'J)<C^-'< e quindi evidentemente, pel modo con cui le £i, 

Ej, E3, . . . sono state determinate, l'estremo ^„-|-e„ dell'inter^lo 
(x„ r-|-s„) corrispondente a x„ non potrebbe cadere nell'interno 
dell'intervallo (a — (o, a) ma tutt'al più verrebbe a cadere in a, 
e allora il punto successivo x^, cadrebbe fuori dell' intervallo 
(o — (0, a), ciò che è contraddittorio; dunque eWdentemente biso- 
gna necessariamente ammettere, che dopo di avere formato sol- 
tanto un numero finito d'intervalli (^, , j-'i+ì]), (.rj, -is+'a)i 
{-^3, a'j-f-^a)--- si raggiunga il punto p. 

Ciò ammesso, si prendano ora dei pnnti t/',, p'g, i/'^, .... a 
sinistra di JJj+s,, :rj-|-Sj, ^^3+^3,. . . neirinfertio dei respettivi 
intervalli (x^, Xf+Sf), {x^, ìCi+Ej), (j:^, iC-j-sj) . . . , e a distanze 

da ir)-|-6j, Xi-{-x^, Wj-^Bj, . . . respetti vamen te inferiori a ^e, 

^E, q^e, . .., oveèè il solito numero scelto a piacere in principio; 

e ai consideri poi quella scomposizione dell'intervallo totale (a, g) 
che corrisponde ai succesaivi punti di divisione (a, x,, y\ , .i-j, 

Si vedrà subito che questa scomposizione darà luogo a un 
numero finito d'intervalli {9, x,), (j;,, y',), {y',, Xa), {xj, y'j)..., 
e le oscillazioni maggiori di a non potranno aversi che n^U in- 
tervalli (a, Xf), (i/'j, Xf), (y'j, iCj), y'j, x^) . . . che sono respet- 

tivnmente inferiori a s, =, ^e, ^e,..., por modo che la loro 
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sarà inferiore a Ss; quiacli, poiché ra^^ionamenti ilei tutto 
aimili potrebbero farai anche nel caso che la funzione ilata f{x) 
avendo delle diacontimiità di seconda specie, le avesae soltanto a 
sinistra dei punti corrispondenti, pel teorema generale del §. 18tì 
si può ora senz' altro concludere, come volevamo, che la funzione 
qui considerata f{x) è atta alla integrazione detìnita fra a e p. 

5.° Il teorema dimostrato poi può anche generalizzarsi ed 
estendersi al caso in cui la funzione data soddisfi alle condizioni 
contenute nel teorema stesso per lutti i punti dtlt' intervallo (a, p) 
orf eccezione dì un gruppo di punti di prima specie. In questo 
caso infatti racchiudendo questi punti in un numero finito d'inter- 

TalliX, , Xj, Xj, la cui somma può supporsi miuore di quel 

Dnmero che più ci piace :', rimarranno altri intervalli in numero 
finito a,, gj^, . . . in ciascuno dei quali saranno sempre soddisfatte 
le condizioni del teorema precedente e che potranno in conae- 
gnenza scomporsi in intervalli parziali tali che la somma degli 
intervalli nei quali ai hanno oscillazioni maggiori di 5 sia inferiore 
& quel numero che piii ci piace e'; quindi evidentemente reste- 
ranno ancora soddisfatte le condizioni del teorema generale del 
% 186, e la funzione data sarà ancora atta alla integrazione fra 
a e 3- 

6." Dal teorema 4.° poi si ha subito come caso particolare che: 
Le funzioni che in un intercallo finito {i, p) sono sempre finite e 
non fanno mai oscillazioni o ne fanno soltanto un numero finito, 
$ono atte alla integrazione definita fra a. e p, giacché evidente- 
mente l'intervallo totale si spezzerà in un numero finito d'inter- 
valli in ciascuno dei quali queste funzioni non fanno oscillazioni, 
e quindi pel teorema del §. 25 a sinistra e a destra di ogni punto 
&a a e p, esse saranno sempre continue o avranno soltanto di- 
icontinnità ordinarie. 

7,° Le funzioni che neU'infervalio (a, p) sono totalmente discon- 
tinue non sono atte alla intet/razione definita nello stesso intervallo, 
giacche in questo caso in ogni intervallo piccolo quanto si vuole 
preso neir intervallo stesso o in alcune sue porzioni determinate, 
ì salti della funzione e quindi anche le sue oscillazioni sono sem- 
pre maggiori di un certo numero sufficientemente piccolo ma 
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determinato o {§. 64), ed è quindi impossibile di soddisfare alla 
condizione contenuta nel teorema generale del §. 186, 

188. Non tralascierò poi di notare che in forza di quest'ultima 
osservazione si può anche asserire che quando una fumione {\x) 
è atta alla hilegrazione definita in un intervallo (a, ^), essa deva 
esaere contìnua almeno genera/ metile, o essere una fumione pun- 
teggiata discontinua fra a e p, e quindi deve essere sempre contì- 
nua almeno in alcuni punti di qualsiasi porzione anche ristrettis- 
sima dell' intervallo (a, p). 

Per quanto poi Matikel abbia creduto di dimostrare inversa- 
mente che ogni funzione punteggiata discontinua fra a e ^ è wm- 
pre atta alla integrazione definita nell'intervallo (a, {Bt, non credo 
che ciò possa assicurarsi perchè la dimostrazione di Uaukel non 
mi sembra del tutto rigorosa; e d'altro lato poi, all'infiiori di 
qaesta dimostrazione, io non conosco, rispetto alle funzioni pun- 
teggiate discontinue atte alla integrazione, nessun altro teorema 
più generale di quelli enunciati nel paragrafo precedente. 

Questi teoremi però hanno già una estensione grandissima, 
e mettono in piena luce la immensa dilferenza che, dal lato della 
possibilità, esiste fra le due operazioni dì derivazione e d'integra- 
zione; inquantochè mentre, come abbiamo visto nei capitoli pre- 
cedenti, la derivazione è bene spesso impossibile anche quando ai 
applichi soltanto alle fimzioni sempre continue in un dato inter- 
vallo (a, p), l'integrazione invece non solo è possibile per tutta 
le funzioni continue, ma è possibile anche per infinite classi di 
funzioni che in qualunque porzione anche ristrettissima dell' in- 
tervallo dato sono infinite volte discontinue. 

189. Diamo ora alcuni esempi di iutegrali definiti calcolati 
dietro la definizione die ne abbiamo data nei paragrafi precedenti. 

1.° Si prenda la funzione f(x)=:v^, ove k è un numero fìsso; 
e poiché questa funzione è evidentemente atta alla integrazione 
definita fra due numeri qualunque positivi, si cerchi l' integrale 
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a^dx, ove 0<a<p. 
[ 

Si decomponga perciò l'intervallo {a, fi) in n intervalli par- 
ziali 5|, 5j , — , 5„ coir inserire fra a e p h — 1 medii geometrici. 




Chiiimando q la ragione della progressione geometrica corrispon- 
dente, si avrà I'=\l -1 P gli intervalli parziali 5, saranno dati 

dalla formola Z,=a.'f — a'/-'^a'/'-'((^ — 1); talcht;, prendf-iido 
pel valore f, della fiinzione nell'intervallo 5, il valore a*2"-*>* 
corrispondente all'estremo inferiore, si avrà: 

(5) / j;*(;x=l[mTa*^V-'K'-'>(2— 1)= 

=w"(}-i);i+?'*'+?'>'-»+...+!'-'<'*"j, 

e per h differente da — 1 si otterrà di qui:' 






j,*<;j-=lim(iW(j— 1) - 



.')lim- 



Ma, ponendo q=\-\-s, si vede subito di qnS che: 

,=1 3**'— 1 1=0(1+6)'*'— 1 A-+1 
quindi si conclude che per h differente da — 1 sarà: 



Se poi /;=1 la formola (5) ci dà 



dx 



limn 



i©- 



-'< 



2.° Prendiamo ora la funzione Iog(l-2acos.r-l-a') che quando 
a è reale e differente da uno in valore assoluto è finita e continua 
rispetto ad x in qualunque intervallo finito; e proponiamoci di 

calcolare l'integrale / log(l — 2a.cQsx-\-rK^)dx . 

Dividiamo perciò l' intervallo da a x in « intervalli uguali 

a -, e ap]ilÌchiamo il processo precedente, prendendo ancora pel 



valore f, nelI'interraDo S, quello corrispondente all'ustrraio infe- 
riore, cioè log(l — 2acoa(» — 1) — h'^^ì' Si avrà: 



log(l — 2«03,c+a*)(/j;=^lini"log(l— a)'-|- 



4-liiii -log (l-2acos-+a*)Cl— 2aco82^+a-)...(l-2aco8(n-l)H-a'! 

e poiché i! primo termine del secondo membro ha per limite 
zero, bosterìi occuparsi del secondo termine. 

Ma, osservando che la equazione ^'"-1=0 ha dne rodici reali 
'Jil _ ^' 
— 1 e 1, « le altre coniugate due a due, come le e " , e ' , 
con k=\, 2, 3,... (n— 1), e si ha: 

/'(x_e ^Va— e " V^=l— 2acos'^+aS 

si vede subito che il prodotto di cui ai deve prendere il logaritmo 

nella formola precedente è uguale a — ^ — r-, e sì ha perciò: 

-1 



/>" 



e quindi 



log(l— 2'»coax-|-3-)r/,i-=lini log- ^—^ , 
[■■<;i, sarà: 

/ \o^\-2:,.t.osx+o?)tìx=0, 
t'^1 sarà invece: 

log(l — 2aco8 j;-|-a-)(Ìj;=itloga' =2]tloga. 



1} 



Se poi fosse a==±l, il metodo precedente non ci direbbe 
più nulla; però allora la funzione sotto il segno integrale diviene 
infinita per a;=0 o per ìE^tc, e noi per ora ci limitiamo a con- 
siderare integrali di funzioni che in tutto l'intervallo d'integra- 
zione si mantengono sempre finite. 

■'i." Consideriamo le tre funxinni puiiteftKinte discontinue datp 
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al §. 02, che come si disse al §. 187, 2.° sono atte alla integrazione 

definita in qualusque intervallo fra e 1. 

Per queste funzioni eaeguendo la divisione dell'intervallo 

che si considera, col formare prima un numero finito dMntervalli 

\f, Xj , . . . che racchindano i varii punti di discontinuità, e poi 
K. diridendo gli intervalli restanti [j,,, [i.j, ... in intervalli parziali 
H'0,, dj, ■ . . come si disse in generale al §. 1^7, 2.°, si troverà subito 
Kohe per la prima e per la terza delle stesse funzioni si ha sempre: 

H^er cc<^\ e per la seconda sì ha: 

OTe m può prendere i valori 1, 2, 3, . . . , e x si suppone compreso 
H fra n^ e „^_j (questi estremi Ìncl.); talché in particolare facendo 
H9t=l, x=\, sempre per la stessa funzione, ai ha: 

■ 190. Diamo ora le proprietà principali degli integrali definiti 

/ f{x)dx, ove f{x) è una funziono che nelV intervallo finito (a, p) 

è sempre finita e atta alla integrazione, deducendole dalla defini- 
zione che abbiamo data per essi. 

1.° Osservando clic quando si ha ^<j>. gli intervalli 8, nei 
quali si deve dividere l'intervallo totale (a, P) per calcolare l'Ìn- 

tegrale 1 f{x)dx devono conaiderarsi come negativi, si vede 

subito che si ha: 




jj(rì,U^^j}{a;),U. 



I 



2," Se T è uu numero compreso fra a e p, osaervando che la 
divisione dell'intervallo (a, ^) in intervalli parziali S, può farsi il 
modo che un punto di divisione venga sempre a cadere in 7, si 
farora subito che: 



: siccome di qui si ba: 



i qui si ba: 

p TP r? /•? n 

J fya-)dx=j n.x)dx-j Mdx=J mdx+j f{x)ix, 

e 7 ai suppone compreso fra a e p, la formola precedente potrà 
dirsi dimostrata anche pel caso che i* sia esterno all'intervallo 
(a, p), purché allora la funzione f{x) sia data, o almeno aia 
continuata con una funzione atta alla integrazione, anche nel- 
r intervallo esterno all'intervallo primitivo (a, p). 
3.°Se/t^')=l, siha: 



r* 



diC=lim2S,=^ — a^ all'intervallo. 



" 4.° Se le funzioni fi{x), f^{3Ì),.. ., fJix) sono finite e atte 
' alla integrazione fra a e p e sono in numero finito, evidente- 
' mente anche la loro somma algebrica f\{x)±.fn{x)± . . . ±fj(ix) 
' sarà finita e atta alla integrazione fra a e p, e si avrà: 






■)dx±.. 



fj^x)dx . 



■ Similmente se e è una costante, e f{x) è una funzione fìmta 
' e atta alla integrazione fra a e ^, si aiTà: 



jcf{x)dx=cjf{, 



[x) dx . 



." Se le funzioni fiuite fi{x), /"jCr), . . . , f^{x) sono il 



• finito e sono attf alla integrazione definita fra a e ^, altrettanto 
" accadrà del loro prodotto fì{^)fi{-v). . . f,.{^) ■• 

Supponiamo infatti dapprima che si tratti di due sole fun- 
jioni f,(x)fi{3.), e indichiamo con D la oscillazione del prodotto 
ffir)fi(x), con D,, Dj quelle delle funzioni fi{j;), f^i^^) nell'in- 
tervallo S,, e con L, , L^i limiti superiori e /,, f^ i limiti inferiori 
dei valori di f{(x) e fi{j:) nel medesimo intervallo. Supponendo 
per semplicità che questi limiti siano tutti positivi, si trova subito 
che: 

e perciò anche: 

D<L,(Li-y+/.(Lr 



-/,), ovvero: D<L,Dì+/ìD,; 



■ donde si vede appunto che se le funzioni ff{x) , ft{x) saranno 
sempre positive e per esse saranno soddisfatte le condizioni d'in- 
t^rabilità, altrettanto accadrà pel prodotto /'i(^)/i(-r). 

Quando poi le funzioni f,{3:), ft{x} non siano sempre positive 
nel!' intervallo (a, P), esse si ridurranno tali coli' aggiungere loro 
delle costanti convenienti; e allora il prodotto f{x)'lf(x} corri- 
spondente alle nuove funzioni f(j;) e '[i{x) sarà atto alla integra- 
zione fra a e p, e quindi evidentemente altrettanto accitdrà anche 
in questo caso pel prodotto ft(x)fi[^); talché, osservando ora che 
dal caso del prodotto di due funzioni si passa successivamente 
al caso del prodotto di tre di quattro funzioni ec. . . , il teorema 
enunciato sopra può dirsi evidentemente dimostrato. 

E si può notare che dalla dimostrazione fatta apparisce anche 
che quando p. es. f(x) e f{j,) sono due funzioni finite e atte alla 
integrazione fra ot e p, e 5, , Oj , . . . 5„ sono i soliti intervalli in 
cui si scompone l' intervallo totale (a, p), si ha anche: 

J f{x)f{x)dx=]Ìjn2Kf.f., 

I essendo f, e f, valori qualunque presi ambedne a piacere fra i 
[ , limiti inferiori e superiori di f{x) e ^(x) respettivamente nell' in- 
I tervallo S,. 

6." Similmente : " il quoziente —~ di due funzioni f{x) e f{x) 



' sempre finite e atte alla intcgiazione iu un intervallo finito 

* (a, ^) sarà atto esso pure alla integrazione -nello stesso inter- 
" vallo tutte le volte che fra a e p la funzione denominatore y(x) 

* si manterrà sempre numericamente discosta da zero più di una 

* quantitii determinata ). ,. 

Sapponiamo infatti dapprima che la funzione f^x) sìa sem- 
pre positiva fra a e ^, e indichiamo con a un numero positivo 
arbitrariamente piccolo. 

Siccome le due funzioni f(x) e f{x) fra a e p "sono atte alla 
integrazione, l' intervallo {a, P) potrà scomporsi in iufcen'alli par- 
ziali d, , Sg, . . . S„ tali che la somma t dì quelli intervalli (se pure 
ve ne sono) nei quali le oscillazioni di f{x) e ^{j) sono superiori 
a a sia minore di quella quantità che più ci piace t. 

In ciascuno degli altri intervalli fi, la funzione y(,r), almeno 
quando i (come possiamo sempre sopporre) è stato preso iaferiom 
a X , avrà sempre lo stesso segno, potendo però questo segno 
variare da un intervallo ad un altro ; qnindi se D, D,, Dj sono 

.fU) 
le oscillazioni respettive delle funzioni —7—^^ K^) ^ ^i^) nell'in- 
tervallo S,, e If e l^ sono i limiti inferiori e L, e L^ i limiti supe- 
riori di fix) e f:[x) nello stesso intervallo, quando ^ e Lj sono 
positivi si avrà : 



W 



D<,- 



kU 



} anche: 



e quando l^ e Lj sono negativi si avrà invece: 



.h 



-h=h. 



talché se 1 è preso abbastanza piccolo, gli intervalli 8«' 

f{x) 
quali la funzione -^-^ farà oscillazioni maggiori di un ntimero 

arbitrariamente piccolo a' potranno essere soltanto tutti alcuni 
di quelli nei quali le funzioni f{a) 'f{x) fanno oscillazioni raag- 



^ 



— 357 — 

giorì dì n; quindi poiché, come abbiamo detto, la somma t dì 
questi intervalli può supporsi minore di quel numero che più ci 
piace E , resta intanto dimostrato che quando sono soddisfatte le 
condizioni poste aopra, e f[x) è sempre positivo tra a e % il quo- 

zìente -~, sarà atto alla integrazione fra a e 9 . 

f{x} 

Osservando poi che il quoziente ^~ può anche considerarsi 



I 



ipotesi fatte, e per quanto ora abbiamo dimostrato, sono ambedue 
atte alla integrazione fra a e p, si conclude che anche se f{x) non 

è sempre positiva fra a e P, il quoziente '-j^ è atto alla integra- 
zione nell'intervallo (a, P), e con ciò il teorema enunciato sopra 
resta ora completamente dimostrato. 

È superfluo poi di osservare che le inverse delle proprietà 
4/ !>.' e 6/ possono benissimo in certi casi non sussistere affatto. 
7.° Si osservi ora che se f(x) è al solito una funzione finita 
e atta alla integrazione fra a e p {a<|p), e se (S,, Sj,, ... 5„), 
(^)i ^iì--- S'n) sono due sistemi qualunque di intervalli parziali 
in cui viene diviso l'intervallo totale (a, p), per le formole del 
g. 183 sì avrà in valore assoluto : 

^s; r.-|8./;<;^5,D,-i-l8'.D'. , 

e quindi servendosi della formola (4) del g. 184 ai troverà anche: 

ove D è l'oscillazione di f{x) fra a e p, e (2' è il massimo degli 
intervalli S',; talché, considerando ora n come fisso, e osservando 

ilie col successivo impiccolire delle S'è la somma VS'»^» finisce 

f per differire tanto poco quanto ai vuole dal valore dell' integrale 

I TP 

[ I f(x)dx, e il d' può rendersi piccolo a piacere, si intende subito 
r-'a n 



cbe in valore assoluto sarà sempre : 



J n':)'l':-p.f.<^p. 



ciò che permette evidentemente di dire che: " per ogni sistema di 
* valori speciali delle S, , £j , . . . , 5„ la somma corrispondente 

" 2^« f' ^^ sempre un valore appiossimato dell' integrale 
■ / f(x)da! con un errore per eccesso o per difetto non superiore 



' ft] doppio della somma \ S, Dj ; per modo che se \ 5, D, < 13 , 
• l'errore che ai commetterà per eccesso o per difetto prendendo 

TP 

' 2^'^' '^'^'^^ valore dell'integrale / f{x)dx sarìi inferiore a 2o,. 

Questi risaltati poi valgono evidentemente anche quando a-<|p, 

purché però allora invece della somma negativa 2^'^' *^ prenda 

il suo valore assoluto. 

Se poi si osserva in particolare che le 8, possono sempre 

aupporsì prese tutte eguali fra loro e a - — , allora evidente- 

1 P 

mente, oltre a concludere che ' il rapporto ~ — j f(x)dx del- 
f{x)dx diviso per l' intervallo d'integrazione pu6 

X 

" riguardarsi come il limite della media —\f, di n valori della 

■ funzione presi in punti qualsiasi degli Ji intervalli nei quali si 
" suppone diviso l'intervallo totale (a, p), o anche più particolar- 
' mente come il limite della media di ti valori della funzione presi 



■ in punti equidistanti a, a+ — 



«+2'-- 



..+ („-!) !^ 




F 



i coucliiderìi altresì die " una qualunque delle inedie stesse - V^, 

■ moltiplicata per l'intervallo d'integrazione p — a dà nn valore 
" approssimato dell'integrale con un errore per eccesso o per 
' difetto non superiore al doppio del prodotto dell' intervallo mol- 

* tiplicato per la media corrispondente delle oscillazioni ^\ D, , . 

8.° La proprietà che ora abbiamo trovata per le somme ^^'A 

conduce ad alcune formole che ci torneranno utili in seguito. 

Si osservi perciò che se una funzione finita f{x) è atta alla 
integrazione in un iutervallo (a, ^), essa lo è anche in ogni por- 
zione dell'intervallo stesso; e quindi, se si suppone diviso l'inter- 
vallo totale (a, p) negli intervalli parziali d,, S^,... S„, siccome 

alle somme ys,/", per t<» potrà ancora applicarsi quanto sì 

I disse sopra per le somme ^5,/*,, aì avranno evidentemente le 
W formole seguenti : 



iif,+V, 



/•a+8, 1 






'a. 18, 



S/,+8/,+ ■ ■ +8/.- ;_ «i)*« + 2i,|!.D, , 

ove fc,, fcj,.,. A, sono numeri compresi fra — lei (questi 

limiti inclusi); e quindi, supponendo V5gD„<l<i, e osservando 



che per V<Cn si ha in valoi 
ative) Ì5J),<yS.D,,s 



assoluto (cioè anche ae le S, sono 
irà anche scrìvere evidentemente: 



poti 



r.+8, 



Jf0!-£8, 
Stf)ix + 2*,.., 






Vi+V.+ " +8./'^ /.«»)■& + 2*.» 

essendo ancora ^t^y^i^,... A. numeri compresi fra — lei (qaes^ 
limiti incl.). 

9.° Mostriamo ora che ' se la funzione f{x) è finita e atta 

• alla integrazione in un intervallo finito {a, p), cambiando in un 

• modo qualunque il suo valore in un numero finito dì punti 
■ anclie in un gruppo infinito di punti di prima specie, essa 

• resterà atta alla integrazione fra ix e p, e il valore dell' integrai* 



■/i 



f{3^)dx non sarà cangiato , 



Si osservi infatti che i punti nei quali viene cangiato il 
valore della funzione potranno racchiudersi entro un numero finito 
d'intervalli X,, Xj,.. . X„ la cui somma aia minore di quel numero 
che più ci piace e, ; e poi gli intervalli restanti (nei quali la fun- 
zione non avrà subito venin cangiamento) si potranno scomporre 
in intervalli parziali 8,, Sj,... tali che la somma di quelli fn 
questi intervalli nei quali si hanno oscillazioni maggiori di uit 
numero dato ma arbitrariamente piccolo e positivo ci sia minors 
di quel numero che più ci piace e^. Allora evidentemente nell* 
scomposizione cosi ottenuta dell' intervallo totale (a, p) negli ù 
tervalli parziali (S,, S,, , . . X, , X^, . , .), la funzione variata f(*l 
non potrà fare oscillazioni maggiori di a altro che in alcuni inter- 
valli la cui somma sia minore di e|-|~^i talché si può intanto 
concludere che (p(a:) sarà atta alla integrazione fra a e p. Oltre a 
ciò poi, siccome evidentemente si pub fare in modo che le somma 



2r5,/",-f-£)i/|, S5,tp,-|-2Xry, (i cni limiti danno i Talori degli inte- 

graie / f(j>^)dx, 1 f(^x)dx j non difTeriscano fra loro altro che per 

le somme ^Xi/ì, ^Xtfi che sono estese a^H interraUi Xj, X^,. .. e 
che quindi non superano la quantità L(X,+X3-|-..)oLe|, ove Le un 
limite superiore dei valori assoluti di f{x) e f{x) fra a e ^, si avrà 

anche evidentemente 



■ «vi 






'x)dx , talché il teorema 



lanciato aopra reata ora completamente dimostrato. 

E ora per questo teorema ai può già notare che mentre 



«ridentemente il valore dell'integrale 



yk,)i:. 



.B dipende dai valori 



che la funzione f{x) ha in ogni intomo anche arbitrariamente 
piccolo di ogul punto dell'intervallo d'integrazione, esso non 
dipende affatto dal valore che la funzione ha in ogni singolo 
punto speciale considerato separatamente, giacché questo valore 
pu6 mutarsi a piacere senza alterare con ciò il valore dell'inte- 
grale. 

E in forza della proprietà dimostrata, e come caso particolare 
dì essa, si può altresì notare che se una funzione finita f{x) è 
soltanto generalmente continua fra a e p, o ha soltanto delle di- 
scontinuità in un gruppo di punti di prima specie, il calcolo 



dell'integrale definito / f(x)dx potrà farsi prendendo pel valore 

della funzione nei punti di discontinuità quel valore finito che più 
ci piace; ed è per questo appunto che la prima e la terza delle fun- 
zioni punteggiate discontinue di cui si parlò nel §. 62 hanno am- 
bedue lo stesso integrale definito fra e a:: per x<^l (g. 189, 3.°), 
a questo integrale è anche uguale a quello che si avrebbe se la 
funzione corrispondente nell' intervallo (0, x) che si considera non 
avesse mai discontinuità e fosse sempre uguale a uno. 

10.° Oltre a ciò poi si può anche aggiungere più in generale 
* se f{x) è una funzione finita e atta alla integrazione &a 




•/a 



' a e p, il valore dell'integrale j f{x)d3r non sarà matato quando 
•/a 

■ gi canino i valori della funzione in un gnippo qualunque di 

■ punti di prima o di seconda specie, in modo però che la nuova 
" funzione f{x) già ancora atta alla integrazione fra a e ^ e in 

■ ogni porzione comunque piccola dt-Il' intervallo dato vi siano 
" sempre dei punti nei quali il valore della funzione non è can- 
' giato , ; giacché allora evidentemente si potrà sempre ammet- 
tere che i termini della somma £d(!pt, il cui limite è l'integrali 

f{x)dx^ non differiscano affatto dai termini corrispondenti del- 

l'altra somma SS,/", il cui limite è il primitivo integrale / f[x)^' 

In conseguenza poi dì questa proprietà, e come caso parti- 



/ 



colare dì 
" fra a e 



: facile vedere che ' per tutte le funzioni f{r) che 
i sono finite e atte alla integrazione, nel calcolo dell'in- 



le [ti- 



' tegrale i f{x)dx si pub sempre fare astrazione dalle discontinuità 

' di f(x) che possono togliersi mutando il valore della funzione neì 

• punti corrispondenti, e sì può sempre intendere ristabilita la 
"continuità della funzione col fare questo cangiamento; e 
■ punti X nei quali la funzione ha discontinuità ordinarie si può 
' prendere indifferentemente per valore di essa un numero qna- 

• lunque compreso fra i due f{x- — 0) e f{x-\-0), come nei punti f 
' nei quali la fimziono da una o da tutte e due le partì ha discon- 
" tinnita di seconda specie si potrà prendere per suo valore uno 
" qualunque dei numeri compresi fra quelli entro i quali finisce per 

• oscillare coli' avvicinarsi indefinitamente di x ai punti stessi,. 
Si osservi infatti che siccome la funzione f{x] è atta alla integra- 
zione fra a e ^, si potrà sempre immaginare una scomposizione 
dall'intervallo {%, p) in intervalli parziali S,, 5j,. . . 5„ tali chela 
somma degli intervalli nei quali si hanno oscillazioni maggiori di 
un numero positivo ma arbitrariamente piccolo a sia minore 

di -. Oltre a ciò poi quando gli estremi di alcuni degli intervalli 



I'2|, Sa,... 8„_i intemi all'intervallo (a, K 
*eontinnità di f{x), per quanto si disse i 



non siano in punti di 
1 §. 188, alla destra e 



4»' 



alla sinistra di questi estremi e a distanze da essi inferiori a 

si potranno sempre segnare dei punti di continuità di f{x), e allora 
servendosi di questi punti come estremi di nuovi intervalli, si 
potrà formare una nuova divisione dell' intervallo dato in inter- 
valli parziali S',, d'j, ... S'n tali che la somma di quelli nei quali 
cadono oscillazioni superiori a a sia inferiore a e, o tali inoltre 
che i loro estremi (a e p al più esci.) siano tutti in punti di con- 
tinuità di f(x). Ora se s' indica con f(x) una funzione che si deduca 
da f{x) facendo dei cangiamenti nei suoi valori come quelli che 
abbiamo indicato aopra, si vede subito che in ogni porzione co- 
munque piccola dell' intervallo (a, p) vi saranno sempre dei punti 
nei quali f{x) e f{x) hanno uno stesso valore, poiché nella stessa 
porzione esistono sempre dei punti di continuità di f(x); e oltre a 
ciò poi, valendosi della divisione suindicata dell'intervallo (tx, p) 
in intervalli parziali 6', , S'g , . . . S'„', si vede anche che in ciascuno 
di qnesti intervalli (gli intervalli estremi S\ a 5'„' al più esci.) le 
oscillazioni della funzione y(x) non supereranno le oscillazioni cor- 
rispondenti della funzione f{x), e perciò anche (f{x) sarà atta alla 
interazione fra a e Pì e per la proprietà generalo enunciata testé 



[x)dx come appunto avevaÌQO enunciato. 



m0 avrà / <p{x)dx=: j f{^ 
* HI 5 XT__ ■ j : 



12.' Non si deve poi lasciare di notare che le proprietà ora 
dimostrate mettono in chiara luce l'esistenza di infinite funzioni 
(]i{j) punteggiate discontinue che in infiniti punti di qualsiasi por- 
zione anche ristrettissima dell'intervallo dato (a, p) sono differenti 



n, 
■ / «^ì 

•'a. 



da zero, mentre il loro integrale / <^{x)dx esteso a qualunque por- 

zione (a,, p,) dell'intervallo dato è sempre uguale a zero; e, con- 
statate ora queste particolarità, non si può neppure lasciare di 
osservare che quando si trovi che due funzioni f(x) e f{x), finite 
e atte alla integrazione fra a e p, hanno lo stesso integrale in qua- 
lunque porzione (a,, ^^) dell'intervallo (a, p), non si può sempre 




e che queste fimzionì debbano essere ugaalì fra loro per 
ogni valori di x fra ce e P, potendo esse differire l'uoa dall'altra 

p. 

per nna funzione ^{r) il cui integrale / ^(x)d3: esteso a qualsiasi 



porzione {«„ p,) dell' intervallo dato eia sempre uguale a zero. 

13.° Notiamo ancbe che dalla definizione stessa degli integrali 
' definiti apparisce subito che; "se la solita funzione f{x) nei punti 
* ove è differente da zero ha sempre lo stesso segno, l'integrale 

f{x)dx o sarà zero o sarà una quantità differente da zero che 

" avrà lo stesso seguo di f(x) o segno contrario secondocbè a<dp 
' a^p. — E se inoltre fra a e p esisterà un intervallo di am- 
' piezza finita nel quale f(x) differirà da zero più di una quantità 






= j «»)* 



* determinata, l' ìutegrale / l\x)<i-x sarò differente da zero « ; tal- 
ché in particolare " esso sarà sempre diverso da zero tutte le volte 

* che la funzione f(x) non è sempre zero, e nei punti ove non è 
" zero ha sempre lo stesso segno, e in uno abneno di questi 
■ punti x' è anche continua , ; giacché allora se /l^j')=A, con A 
diverso da zero, esisterà un intomo di x' nel quale f{z) differirà 

da zero più di -^. 

14,° E di qui in particolare risulta anche che " le funzioni i^{x) 

* atte alla integrazione fra a e p e il cui integrale esteso a qual- 
" siasi porzione dell'intervallo (a, p) è sempre nullo devono essere 
' nulle in infiniti punti di qualsiasi porzione comunque piccola 
"dell'intervallo stesso,; giacché siccome in questa porzione 
devono sempre esistere (§. 188) infiniti punti nei quali ^{x) è con- 
tinua, se in uno x' di questi punti si avesse iJj{x')=A, con A 
diverso da zero, esisterebbe un intorno (x' — s^, x'-^-e^) di x' nel 

quale ^x) sarebbe compreso fra 5- A e ^A, e quindi l'integrala 



JJ 



■'+H 
<^x)dx non sarebbe zero. 



E per questa oBserrazione in forza del teorema del §. 45 si 
può anche aaaerire che " le funzioni continue il cui integrale è 
nullo in qualunque porzione dell'intervallo (<x, ^), aono sempre 
zero , ; e 'se due funzioni f{x) e <^(x) aono finite e atte alla 
integrazione fra a e p, e in qualunque porzione («i , p,) dell' in- 
terrano (a, P; hanno sempre lo stesso integrale, esse saranno 
uguali in infiniti punti di qualsiasi porzione comunque piccola 
dell'intervallo stesso (a, p), e se la loro dijferenza costituisce 
una funzione continua fra a e p, esse saranno sempre uguali 
fra loro in tutto l' intervallo stesso (a, p) , . 

15.° Si osserverà poi che 'se f{x) è una funzione finita e atta 
alla integrazione fra a e p, tale sarà pure la funzione ff{x) for- 
mata dai valori assoluti di f{x)^; giacché evidentemente in ogni 
porzione dell'intervallo (rx, p) le oscillazioni di /■,{x) non saranno 
mai superiori alle corrispondenti di f{x); " e oltre a ciò poi se 



Jf{i:ìdx^jf,(f 



' a<;p, in valore assoluto si avrà / f{x)dxK, f ff{x)dx, 

16.° Similmente dalla definizione degli integrali o anche per 
! la osservazione 13." si vede subito che: "se nell'intervallo (a, p) 
) due funzioni f{x} e (p{x) sono finite e atte alla integrazione, 
si ha sempre f(^)^f{x), sarà: 

r • aecondochè a<P o i>P; e se inoltre esisterà fra a e P un 
" intervallo di ampiezza finita uel quale f{x) è discosto da f(x) 
' più di una quantità determinata, come avviene in particolare 
" quando fra a e p esiste almeno un punto x' nel quale la differenza 
" f{^) — p(^) ^ differente da zero ed è continua, allora i segni di 
' egui^lìanza non potranno mai aversi e sarà: 

/-p /-p /-p rp 

/ fÌT)dx> I <f(x)dx , o / f{x)dx< j fix)dx 

" aecondochè a<C? o a>P „ . 

17." Di qui poi per la osservazione precedente si ha che * se 






la funzione f(x) è finita e atta alla integrazione fra oi e p («<?) 
e lo stesso accade della funzione f{x) a almeno del prodotto 
<f{x)f(x), essendo sempre f{x) numericamente inferiore a un 
numero finito; allora indicando con 'f,(-f) la funzione formata 
dai valori assohiti di f{x), e con L il limite superiore dei valori 
assoluti di flr) fra a e P o un numero maggiore, ai avrà in 



valore assoluto: 






giacché se già non si saprà die il prodotto f{x)<f(x) è atto alla 
integrazione fra a e p, questo risulterà subito dalle condizioni 
poste per f{x) (osservazione 5.') ; e se ff{x) è la funzione dei valori 
assoluti di f\_x), per le duo osservazioni precedenti si ayrà in valore 
assoluto : 



•'a •'a ^a 



,(ar)ir. 



18." Oltre a questo si trova subito anche che ' se la funzione 
' (p(.r) è finita e atta alla integrazione fra a e p, e ove è difi'erente 
" da zero ha sempre lo stesso segno, e al tempo stesso la fun- 
■ zione f(x), oltre essere sempre finita, è pure atta alla integra- 
' zione fra a e p, o almeno è tale che il prodotto f(x)-p(x) sia 
' atto alla integrazione nello stesso intervallo, allora indicando 
• con L e n limiti superiori e inferiori dei valori di f{x) fra a e p, 



TP 



' l'integrale / f(x)'f{x)(lx sarà compreso fra le due quantità 
■/« 

"Li tp(ar)tic, l f f(x)dXf o sarà uguale ad una dì eaee, per 

-'a ''a 

' modo cioè che, supposto p. es. a <CP, si avrà: 

/•p n r? 

L / f{x)dx> 1 f(x)f{x)dx>l 1 ^{x)dx , 
" quando <f{x) ove è diverso da zero è positivo; e si avrà invece: 



■ quando f{x) ove è diverso da zero è negativo, ; giacché eviden- 
l'iemente ae già non BÌ saprà che il prodotto f[x)ff(x) è atto al- 
I l'integrazione fra a e p, ciò risulterà subito dalle condizioni che 
I allora avremo per f{x) (osaervaz. 5,'), e quindi per l'oBservaz. 13.' 

Pgli integrali / 'i'L—f{x)'<p{x)—dx, f \f(x)—lìtp{x)dx o saran- 

o o avranno il segno che ha f(x) nei punti ove essa è diversa 
da zero. " E se inoltro fra a e |3 esisterà almeno un intervallo di 

* ampiezza finita nel quale ff{x) è discosto da zero più di una 
" quantità determinata, e f(x) è discosto da L e da ^ più di una 

. " quantità determinata anch'esso, come avviene p. ea. quando f[x) 
t'in un punto dello stesso intervallo in cui è continua ha un 

• valore differente da / e da L, allora nelle formole precedenti i 
" segni di eguaglianza non potranno mai aversi, e sani sempre 



Wii> 



/■p ri 

Ja. Ja. 



(p(ir)tfa, 



L / 7(a^)rfj-< / /■(ic)^(x)rfjr<i / <^{x)dx . 
Ja Ja Ja 

19." Le osservazioni precedenti possono evidentemente servire 
oiche al calcolo approssimato degli integrali definiti, o almeno a 
Itrovare facilmente dei limiti entro cui gli integrali stessi devono 
Ecfisere compresi. 

Esse poi danno luogo ad altri risultati importanti, e in par- 
Pticolare valendosi dell'ultima si trova che: "se <f(x) è una fun- 
" zioue che in tutti i punti a; fra a e p ove è diversa da zero ha 

• sempre lo stesso segno, e sono ancora soddisfatte le condizioni 
" d' integrabilità per f\x) e ^(x\ o per f(x) e pel prodotto f(x)f{x) 

* come si disse sopra, allora indicando con un niunero compreso 



" fra i limiti anperiori e inferiori L e Mei valori che prende f{x) 
* fra a e ^ (questi Hmiti L e l incl.), si avrà la formola s^uente: 



/"rt.>f(.)di=9 ffÌT)dx , 



che è Hi una applicazione costante, e nella quale in forza della 
OBservazione 9.* e 10.' il numero 9 può anche determinarsi fa- 
cendo astrazione da alcuni dei valori di f[i^) fra a e p, come p. 
dai valori che f{^) prende nei punti estremi a e ^; e dì qui in 
particolare, osservando che quando la funzione f[x) sia sempre 
finita e continua fra a e ^ esiste almeuo un valore J^, di i^ &a ex e ^ 
(a e p incluB.) pel quale si ha: /'(•r,)=0, si troverà subito che; 
" nel caso della continuità della funzione finita f{x) fra a e ^ si 
' ha la fonuoU seguente: 



•'et 



talché osservando che :r,:=a-|-E (p — a), con 
(questi limiti incl)., si potrà anche scrivere: 



compreso fra e 



all' integrale 



Jf{xyf{x)dl=f(,.+,ill-,))Jlf^i:ìix ; 

formole se i 
'isserò pel e. 
IO, bastando 

•^cc 



(6) 



e da qiieste formole se ne potrebbero ottenere facilmente della 
altre che servissero pel caso in cui fi^) fra a e p ha dei cangia- 
menti di segno, bastando per questo di applicare le formole stesse 



f(j:)-j-c di, ove e è una costante codt©- 



niente, e talvolta anche potendo spezzare l'intervallo totale (oc, p) 
in un numero finito di intervalli parziali in ciascuno dei quali 
la funziono ^(x) abbia sempre lo stesso segno. 

20.' In particolare dunque supponendo (p(ar)=l , e ponendo 
per semplicità p — a^A, si avrà sempre: 






■a+h 
f(x)dx=ah. 



I 



FeBBendo nn nomerò compreso fra il limite inferiore l e il limite 
[ ffaperiore L dei valori di f(x) nell'intervallo (a, a + ft) (questi 
I lìmiti incl.); e se f{x) sarà continua nell'intervallo (ot, a-j-h) si 
] avrà: 

Jf\x)dx=hf{a-\-,h), 

essendo e una quantità compresa fra e 1 (0 e 1 incl.). 

Però in questo caso, per quanto ai disse sopra, se f{r) non è 
costante fra a e ot+^'i '1 valore f{v.-\-Bh) che qui comparisce non 
sarà né il massimo né il minimo dei valori di f(or) fra a e ct-\-h; 
e qnindi, siccome fra ì punti [i. e v clie corrispondono al massimo 
e al minimo di f{x) fra a e a-|-A si deve sempre trovare un punto 
intemo x, nel quale f(x) ta il valore f(a.-\-di), evidentemente pel 
numero e che comparisce nelle formole precedenti si potrà sempre 
prendere un numero compreso fra e 1 e differente da questi 
lìmiti. 

191. Continuiamo ora a supporre che f(x) sia una funzione 
dì X sempre finita e atta alla iutegrazione fra n e ^, e conside- 



'!} 



namo T integrale / f{x)dx per tutti i valori dt x fra a e ^ (a e 

P incl.), intendendo che per x=ia. esso sia zero. Evidentemente 
questo integrale, avendo un valore determinato e finito per tutti i 
valori di ;r fra ce e ^, potrà considerarsi come una funzione finita 
di 3r in questo intervallo, e potremo quindi indicarlo con F{3:); e 
poiché se x-f-/t è un altro punto qualunque compreso fra a e P 
(a e p incl.) a destra o a sinistra di x, si avrà evidentemente 
(§. 190. 2.°). 

•x-\-h 
F(x+A)= / A^)d^+ / ■' ■ " 



rx rx+h 



: ovvero (9- 190. 20.°). 

rx-\-h 

F{x-\-h)~F{x)= I f{x)dx=^k, 



essendo Q un numero compreso £ra il limite superiore 




" fra i limiti superiori e inferiori L e { dei valori che prende f(x) 
' f ra a e ^ (questi limiti Lei incl.), si avrà la formola seguente: 



/ f{xyf{x)dx=Q j tp{x)dx , 



che è M una applicazione costante, e nella quale in forza della 
osservazione 9.* e 10,' il numero 9 può anche determinarsi fa- 
cendo astrazione da alcuni dei valori di f{.r) fra a e p, come p. es. 
dai valori che f{x) prende noi punti estremi a e ^; e di qui ia 
particolare, osservando che quando la funzione f{x) sia sempre 
finita e continua fra a e p esisto almeno un valore j;, di f fra a e p 
(a e p inclus.) pel quale si ha: f{^i)=^, si troverà subito che: 

* nel caso della continuità della funzione finita f(x) fra a e ^ ai 

* ha la formola seguente : 



— a), COI 
B scriver 



talché osservando che i,^a-f e (p — a), con i compreso fra e 
(questi limiti incl)., si potrà anche scrivere: 



(6) 



e da queste formole se ne potrebbero ottenere facilmente delle 
altre che servissero pel caso in cui tp(x) fra a e p ha dei cangia- 
menti di segno, bastando per questo di applicare le formole si 



air integrale 



j mift 



.(x)-\-c\dx , ove e è una costante coaTe- 



niente, e talvolta anche potendo spezzare l'intervallo totale (a, 
in un numero finito di intervalli parziali in ciascuno dei quali 
la funzione rflx) abbia sempre Io stesso segno. 

20.° In particolare dunque supponendo (p(x)^l, e ponendo 
per semplicità p — a=^/(, si avrà sempre: 



£ 



■<i+4 



[ essendo un nnmero compreso fra il limite inferiore f e il limite 
I superiore L dei valori di f{x) nell'intervallo (a, a-}-ft) (questi 
I limiti incl.); 9 ae f{x) aarà continua nell'intervallo (ce, ot-fA) si 
avrà: 

//i(«)^=jrt.+.»), 

essendo e una quantità compresa fra e 1 (0 e 1 incl.). 

Perù in questo caso, per quanto si disse aopra, se f\x) non è 
costante fra a e a+A, il valore /(rt-j-sh) che qui comparisce non 
sarà né il massimo uè il minimo dei valori di f(x) fra a e a-j-fi; 
e quindi, siccome fra i punti [i. e v che corrispondono al massimo 
e al minimo di f{x) fra a e a-\-h si deve sempre trovare un punto 
intemo x, nel quale f{x) ha il valore f('x-\-^), evidentemente pel 
numero e che comparisce nelle formole precedenti si potrà sempre 
prendere un numero compreso fra e 1 e differente da questi 
limiti. 

191. Continuiamo ora a supporre che f(x) sia una funzione 
dì X sempre finita e atta alla integrazione fra a e p, e conside- 



» jrt- 



namo l' integrale / f{x)dx per tutti i valori di x fra a e p (a e 

P incl.), intendendo che per x=a. esso sia zero. Evidentemente 
, questo integrale, avendo un valore determinato e finito per tutti Ì 
valori di X fra a e p, potrà considerarsi come una funzione finita 
^ di a' in questo intervallo, e potremo quindi indicarlo con F(j-); e 
poiché se X'\-h è un altro punto qualunque compreso fra a e p 
(a e p incl.) a destra o a sinistra di x, si avrà evidentemente 
(§. 190. 2."). 

fx rx-\-h 

V(x-\-h)=jJ{x)dxJrJJ{x)dx , 

ovvero (§. 190. 20.°). 

rx+k 
(7) F(;r+A)- nx)=j f{x) dx=^h , 

essendo un numero compreso fra il limite superiore e il limite 



" fra i limiti superiori e inferiori L e Mei valori che prende f{x) 
* fra a e ^ (questi lìmiti L e l incL), si arra la formota seguente: 



jf{xy^X)dX=^j^T)dl, 



che è rii una applicazione costante, e nella quale in forza della 
oBservazione 9." e 10.' il numero può anche determinarsi fa- 
cendo astrazione da alcuni dei valori di f{x) fra a e p, come p. es. 
dai valori che /t^") prende nei punti estremi a e p; e di qui in 
particolare, osservando che quando la funzione ({/) sia sempra 
finita e continua fra a e p esiste almeno un valore x^ di j: fra a e p 
(a e p inclus.) pel quale si ha: f{.^ì)^^t si troverà subito che: 
' nel caso della continuità della funzione finita f[x) fì-a a e p si 
' ha la formola seguente : 



TP n 

•'a ■'a 



talché osservando che 3^,=a+i (p — a), con e compreso fra e 
(questi limiti incl)., si potrà anche scrivere: 



(6) 



JAiWV'^f{''+'(f~'))jV?¥': ; 



e da queste formole se ne potrebbero ottenere facihnente delle 
altre che servissero pel caso in cui (p(x) fra ce e p ha dei cangia- 
menti di segno, bastando per questo di applicare le formole stesse 



all' integrali 






f{x)-j-cìdx , ove e è una costante conve- 



niente, e talvolta anche potendo spezzare l'intervallo totale (a, p) 
in un numero finito dì intervalli parziali in ciascuno dei quali 
la funzione f(a'] abbia sempre lo stesso segno. 

20.° In particolare dunque supponendo <p(''^)^l, e ponendo 

per semplicità p — a^A, si avrà sempre; 



£' 



■a+h 

f{x)tb=Sh , 



I 



» 



I 



> 9 un numero compreso fra il limite inferiore 2 e il limite 
superiore L dei valori di f{x) nell'intervallo (a, a-\-h) (questi 
limiti incl.); e se f(x) sarà continua nell' intervallo (i, a-}-h) si 
avrà: 



Jra.- 



'a+ft 



:)(tc=A/-(a4-eA) , 



essendo s una quantità compresa fra e 1 (0 e 1 incl.)- 

Perù in questo caso, per quanto si disse sopra, se f{x) non è 
costante fra a e a+A, il valore f{%-\-^) che qui compariBce non 
sarà né il massimo né il minimo dei valori di fix) fra a e a+Zi; 
e quindi, siccome fra i punti [Lev che corrispondono al massimo 
e al minimo di /(x) fra a e a-f-^ s' deve sempre trovare un punto 
interno x, nel quale f{x) ha il valore /(a-{-e/i), evidentemente pel 
nomerò e che comparisce nelle formolo precedenti si potrà sempre 
prendere un numero compreso fra e 1 e differente da questi 
limiti. 

191, Continuiamo ora a supporre che f{x) sia una funzione 
dì X sempre finita e atta alla integrazione fra a e |3, e conside- 



"'a 



riamo l' integrale / f{x)(lj: per tutti i valori di x &a a e ^ (a e 

"'a 
P incl.), intendendo che per 3:=a esso sta zero. Evidentemente 

questo integrale, avendo un valore determinato e finito per tutti i 
valori di j; fra ce e p, potrà considerarsi come una funzione finita 
di X in questo intervallo, e potremo quindi indicarlo con F(x); e 
poiché se x-^-h è un altro punto qualunque compreso fra a e p 
(a e p incl.) a destra o a siniatra di x, si avrà evidentemente 
(§, 190. 2.°). 

F(x+A)=JA==)dx+Jrt«)dx, 

ovvero (g. 190. 20.°). 

rx+A 
(7) F(x+A)-F(x)= / /'{x)dx=9A, 

Jx 
esBeodo 9 oa numero compreso fra il limite superiore e il limite 




1 
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f(a) — ^ e /i(o) + gi e in cons^uenzB le loro osdllazìoni in 

qnestinterrallo saranno inferiori a a; talché evidentemente noi 
possiamo senz'altro asserire che questi estremi oscillatorii Baruina 
atti essi pure alla integrazione fra a e ^. 

Se dunque, secondo le notazioni del capitolo precedente, noi 
indichiamo questi estremi oscillatorii con X,, A,, W, A',, per 
questo, e per quanto abbiamo detto sopra, noi possiamo inferirne 

(§. 190. IO.") che gH integrali / M* , / A^ , / \'^ , 1 A'^, 

•'a Ja Jff. *-'o 

oltre ad avere tutti un significato, hanno anche un valore comnne 

che è precisamente quello dell'integrale / f{x)dx, o F(j)— F(a); 

dunque noi possiamo intanto concludere in generale che: se pei 
valori di x fra a e p una funzione finita e continua V{z) proptene 
aU'infuori di ima costante daU'integrare una funzione f{x) che 
fra a e p é sempre finita e atta alla integrazione, gli estremi oscU- 
latorii X,, Ai, X'^, A'^ dei suoi rapporti incrementali, oltre essere 
finiti, saranno atti alla integrazione, e integrati frag. e x ripro- 
durranno tutti la funzione primitiva F{.;:} aW infuori di 
costante F(c() , per modo cioè che si atra : 



F(i)-F((x)= / f[x)dx= j l^^ / A,dx^ j l'^= f A 



A'^. 



198. Il teorema ora enunciato dà una proprietà generale degli 
integrali, e costituisce la prima parte di quello cui alludevamo 
sopra. Per dimostrare ora anche la seconda, noi, senza supporre 
nulla a priori intomo al modo secondo cui la funzione finita e 
continua F(x) proviene da altre funzioni finite f{^) per tutti i 
valori di x fra a e p, continueremo a indicare con X,, A^, V,, e 
A'x gli estrerai oscillatorii dei suoi rapporti incrementali fra a e ^; 
e supponendo che i loro limiti inferiori >, e A per l'intervallo 
(a, ^) siano finiti, ammetteremo che sì sappia che uno di questi 
estremi oscillatorii, Xi p. es., costituisce una funzione atta alla 
integrazione fra a e p. 



— -379 — 

Con queste ipotesi, potremo ancora scomporre l' intervallo 
totale (a, p) in intervalli parziali 5, , S^ , . , ., 5„ tati che eaclu- 
dendone alcuni la cui somma sia inferiore a quel numero che più 
ci piace £, in tutti gli altri le oscillazioni di X^ siano inferiori 
a o; e allora, indicando con a:, , 3Tj , . , . , x^-i i punti corrispon- 
denti di divisione, e supponendo a<Cfl, per una proprietà nota 
dei rapporti incrementali e dei loro estremi oscillatorii (§, 147), 
avremo le eguaglianze: 



F(a;,)-F(.) 
8, 



,X,, 



F(x,)-Ffa) 



F(i.)-F(i.-,) F(p)-FK) 

8^ '' ' r, -** • 

essendo in generale X, nn numero determinato compreso fra i 
limiti inferiori e superiori di X,, nell' intervallo 5, (*), e perciò 
«ara aaclie: 

F(p)-FW=V8.x, . 

Ma poiché, indicando con A, le oscillazioni di >« nell'in- 
tervallo 5„ si haY5,A,<(p — a)a+e(A — X), per nn teorema noto 



'A 



(g. 190. 7.") si può affermare che l'integrale j X^dx differisce 
da YS,X„ o da F(p}— F(a) meno della quantità 2(p-a)3+2s(A-X) 



È de^a di nota che la focmolt di cui 
legneute : 

F(H-*|-F(^) _ 



(«mipandono &Ux 



aie It è un ninnerà rleicrminaio comprino fra 1 limiti Infalioia e inpiriare dtcli 
estremi oscillaUiril dei rapporti InareinentAU di F[x) fìn z « x-\-y, e qosBta comprendi 
come csEO purticolaio l' altra: 

itatffl .,.(.+.«, (o<.<i). 

che il tu quando e^itta 1s deiinU ardintrin di F(z), e pnà rlgnirdirai come li 
fannoU da lostituirai a questa pel caao delle funtioni Baite a contlnne F(z) por la 
quali la artinarin daiÌTata manca, o almeno li è incerti mila atlatcnia o lulla 
natura di questa derivata. 





cbe può Bupporei arbitrariamente piccola; dunque è certo ora che 

rx 

si avrà Bempre P(p) — P(a)^ / XadJ , e qoindi, poiché invece del- 

•/« 
l'intervallo (a, {3) si può prendere anche una sua porzione qua- 
lunque (a, x), BÌ avrà anche: 



FM-F(.)= / ) 



'kxdx. 



talché si ritoma cosi nel caso del teorema precedente, e si può 
quindi evidentemente concludere che: se una funzione F(*) finita 
e continua in un intervaUo (a, ^) è tale che in questo intervatìo 
uno degli estremi oaciUatorii X^ dei suoi rapporti incrementtUi sia 
tempre numericamente inferiore a un numero finito e sia atto alla 
integrazione, allora altrettanto accadrà degli altri estremi osàUa- 



fi: 



rx rx rx 

i Aj,, X'i, e \'x, e gli integrali j X^dx, j Aidx, I X'rf 



torii Aj,, X'i, e A^, e gli integrali j \xdx, j A^dx, f \'dx, 

'xdx avranno tutti un valore comune che tion potrà differire 

i qnanfilà costante 



'^tx . 



dalla funzione jmmitiva F{x) altro che per « 
P(a), per tnodo cioè die si avrà sempre: 

F(^)— F(a)= / \,dx= f A^dx= 1 Vxdx= / A', 
t/a Ja, •'a "fi 

199. Questo teorema estende evidentemente i risultati ottenuti 
ne! §. 196 e ci dà come caso particolare l'altro che dice che; se 
per una funzione finita e continua F(ar) le derivate a destra dt 
sono sempre determinate e finite nell'intervallo (a, p), e costitui- 
scono una funzione atta alla integrazione fra a e P, Vintegraìe 



1} 



d^x non differirà dalla funzione F{x) altro che per i 



costante F(a); e se al tempo sfesso esistono anche le derivate tf, 
di F(x) a sinistra, allora anch'esse saranno alte all' integrazioni 



fra <xe^, e i due integrali 



rx rx 
1 1 d^, I d'x( 
Ja. Ja 



uguali fra 




e a P(ir)^F(«), per modo cioè che si avrà: 

F(x)-F{<x)= / d^x= j d'^ ; 

alche può dirsi tolto pienamente il primo dei dubbii che noi 
avevamo elevato al §. 197. 

E si può notare che questo teorema particolare continua a 
sussistere anche quando fra a e p esiste an gruppo di punti G di 
prima specie nei quali siamo incerti intorno alla eaìatensa delle 
derivate d, o rf', , pur sapendo sempre che negli intomi di questi 
punti gli estremi oscillatorii si mantengono inferiori a un numero 
finito; come si può notare altresì che in forza sempre di questo 
teorema si può affermare in particolare che i risultati del §. 197 
continuano a sussistere anche quando senza supporre nulla in- 
torno alla natura delle discontinuità dì d, o d'i , si suppone sol- 
tanto che queste funzioni siano atte alla integrazione. 

200. Come abbiamo detto adunque, il primo dei dubbii che 
avevamo sollevato al principio del §. 197 può riguardarsi come 
tolto dal teorema del paragrafo precedente. 

Non così accade però del secondo dei dubbi elevati nello 
stesso paragrafo; e anzi esso può riguardarsi come giustificato o 
almeno reso molto verosimile dalle considerazioni che seguono. 

Dimostriamo perciò in generale che: se una funzione finita e 
continua F(x), aenaa essere sempre costante fra o e p, presenta 
dei tnassimi e minimi o dei tratti d'invariabilità in qì4alunque 
porzione dell'intervallo (a, P), gli estremi oscillatorii dei tuoi rap- 
porti incrementali non costituiranno mai funzioni atte alla tnte- 
graaione in nessuno intervallo compreso fra a e p che non sia un 
tratto d'invariabilità di F(ic) {l'intervallo (a, p) inclus.). 

Si osservi infatti che, riferendosi p. es. all'estremo oscilla- 
torio Xx, noi possiamo limitarci a considerare il caso in cui vi 
siano almeno degli intervalli nei quali esso è finito, poiché se in 
qualunque porzione dell'intervallo vi fossero dei punti nei quali 
Xe è infinito o almeno prende valori maggiori numericamente di 
qualsiasi quantità data, altrettanto accadrebbe degli altri estremi 
oscillatorii, e allora basterebbe questo (come apparirà bene anche 



k 




dft ciò che esporremo in seguito^, perchè nessuno dei Tarii estre- 
mi oscillatorii potesse riguardarsi come atto all' integrazioDe in 
intervalli presi fra a e p (*). 

Ora, ammesso pure che in nn certo intervallo l'estremo 
oscillatorio X, si mantenesse sempre compreso fra immeri finiti, 
osserviamo che se (a, , p,) è una porzione di questo intervallo, 
e non è un tratto di iuvariabiiità di F(^) , quand' anche fosse 
F{a|)=F(P,) si potrebbe sempre estrame un altro intervallo {a, p') 
pel qnale non si avesse F(a')^F(3'); e ora imma^ando scom- 
posto questo intervallo (a,, p,) o {a, p'), p. es. quest'ultimo, in 
intervalli parziali S,, 3,,..., S^ coi punti di divisione ^r, , a^j,..,, 
^p~t, per un teorema noto (§. 147) avremo come nel paragrafo 
precedente : 



x,, 



F(r,)-F(») 
8. 



) qnindi sarà anche; 



F(T,)-F(i,) _ 



F(y)-F(» ,_|) 



■i,i 



F(r)-F(=,-)=*8.X„ 

1 numero determinato compreso fra il 
limite inferiore e il limite superiore dei valori di \i nell'intervallo 
S,, talché, evidentemente noi possiamo dire intanto che quando 
si prendano per X, dei valori determinati compresi fra i limiti 
inferiore e superiore dei valori di X^ nell' intervallo corrispondente 

6,, le somme V 5, X,, e così anche i loro limiti, riprodurranno 

sempre la differenza F(P')— F(a'), la quale per le ipotesi fatte 
sarà diversa da zero. 

Ora, ammesso p. es. che questa differenza sia positiva, sì 
osserverà che siccome negli intervalli 8, la funzione F{x) ha infi- 
niti massimi e minimi, o ha dei tratti d'invariabilità, esisteranno 

{') Per l'ordiDe dia ■oe<ii'">io ■" lineati «tudiì aireinino doTuto non pulu-e on 
di raniiom F{i) per lo quali ^lì cstrami oscilliitorll dei tnro Apporti incrciDBataiì 
fsBHeto inUniti a potassero crescere itiilcBnìtiiuBDte, rìagrTindoar i, parlsnia più altra. 
Perù, troTBodo utile di euunclace ora il teoronja generale, mi sdbo penBesso dì devùre 
iiDfiuta d&ir ordina stabilito. 




in essi anche infiniti punti x nei quali X^ è negativa o nulla; e 

quindi se nelle sommeVg^,, invece di prendere per X, i valori 

1 
ddermìliati di cui parlavamo testé, si prenderanno sempre questi 
valori negativi o nulli, le somme stesse non potranno esser posi- 
tive e avere il limite positivo F(p') — F(a'), come dovrebbe essere 
onde X, fosse atta alla integrazione fra a' e p' ; dunque reata ora 
evidente che, aotto le attuali ipotesi, la funzione X, non sarà 
atta alla integrazione nell'intervallo (a, p'), e quindi neppure 
nell'intervallo (a,, p,); e il teorema pnò dirsi completamente 
dimostrato. 

Come caso particolare dunque si ha di qui che: se una fun- 
gione finita e continua V{x), sema essere sempre costatile fra a e p, 
presenta dei massimi e minimi o dei tratti d'invariabilità in qua- 
lunque porzione dell'intervallo (a, p), e al tetnpo stesso la stia deri- 
vata ordinaria ¥'{x), o almeno quella a destra d^, o qttelìa a 
sinistra d'„ sono setnpre determinate e finite, queste derivate non 
saranno mai atte alla integrazione in nessun intervallo compreso 
fra a e ^ che non sia un tratto d'invariabilità della funeione 
(Vintei-vallo {a, p) incl). 

Questo teorema particolare serve di complemento a quello 
del §. 130, e può dirai che giustifichi il secondo dei dubbii elevati 
in principio del §. 197 o almeno che lo renda molto verosimile; 
poiché, come è certo che esistono funzioni finite e continue ^{x) 
che hanno infiniti massimi e minimi in qualunque intervallo fra 
tt e P e alle quali in conseguenza è applicabile il teorema generale 
enunciato sopra, così è per lo meno molto probabile {e anzi lo 
abbiamo ammesso per certo in altra occasione) che esistano anche 
alcune funzioni finite e continue F(x) che abbiano tutti questi 
massimi e minimi, e abbiano al tempo stesso la derivata ordinaria 
almeno la derivata da una parte det-erminata e finita in ogni 
punto. 

201, Gli ultimi risultati, e specialmente quelli dei §§. 197 e 
198 pongono sempre più in evidenza la importanza dei rapporti 
incrementali delle funzioni e dei loro estremi oscillatorii. 

Per essi poi noi poasiaino evidentemente asserire che quando 





partendo da una fanzìone f{x) finita e atta alla integrazione in 



un dato interrallo si passa alla funzione integrale 



:jn.x)dx 



gli 



estremi oscillatorìi dei rapporti incrementali delP integrale (i 
non le derivate che potrebbero non esistere) riproducono la fun- 
zione data/ì^i), alcune delle funzioni che sono finite e atte alla 
integrazione, e che int^rate tornano a riprodurre la funzione 



f{x)dx per modo da dover dire che esse non differificono dalla 






funzione primitiva f{x) altro che per una funzione d'integrale 
nullo; e partendo invece da una funzione finita e continua ¥{x) 
per la quale gli estremi oscillatorìi dei rapporti incrementali fra 
« e p sono finiti e atti alla integrazione, se si determineranno 
questi estremi oscillatorii e si applicherà loro la integrazione si 
riprodurrà sempre la funzione primitiva F{x) all' infuori dì una 
costante; talché !» qtttsH casi, e astrazione fatta dalle fimzioni 
d' integrale nullo e dalle funzioni di derivata nulla (costanti), noi 
possiamo dire che le operazioni di integraziont e di ricerca degli 
estremi oscillatorii vengono ad essere operazioni inverse. 

E così generalizzando ora quanto dicemmo al g. 194 noi 
possiamo affermare che avendo una funzione flr) finita e atta alla 
integrazione fra a e p, se si troverà con un processo qualunque 
una funzione finita e continua F(j:) per la quale le derivate a 
destra o a sinistra o gli estremi oscillatorii dei suoi rapporti in- 
crementali siano uguali a f{_x), o ne differiscano soltanto per una 
funzione di integrale nullo, allora la funzione F(,t) non differirà 

rx 

dall'integrale ( f{^)dx altro che per una costante, per modo che 

•'(^ rx 

si avrà F{a;)— F(a)= / f{_x)da:, ec. .. 

202. Merita poi di essere notato che in forza dei risultati 
precedenti si potrà anche affermare che quando imo degli estremi 
oscillatorii dei rapporti incrementali di una funzioìie è sempre 
finito e atto alla integrazione fra a. e ^, la quantità A, — X, ch« 



— S86 — 

r ekiaìnammo oscillazùme derivatoria destra di f{x) (§. 145), e cosi 
I Poltra A', — X', che diiamammo oscillazione derivatoria sinistra, 
\ come anche le differenze Ai— A',, Xi— XV sono tulle funzioni 
I d'integrale nullo in qualunque porzione d^' intervallo (a, p). 

Similmente: se per la funzione ¥[x) le derivate a destra ds 
s qtteUe a sinistra d'^, óltre ad essere sempre determinale e finite, 
sono atte alla integrazione fra a e p, la loro differenza d^ — rf'j, 
costituirà una funzione d'integrale nullo; talché ricordando che col 
principio della condensazione della sigolarità al possono costruire 
funzioni (come p.ea. la prima del §. 116) che senza ammettere 
sempre la dertyata ordinaria hanno però sempre una derivata a 
destra e una derivata a sinistra determinate e finite e atte alla 
integrazione in qualunque intervallo finito, resta ora evidente che 
il principio della condensazione delle singolarità può anche servire 
a costruire infinite funzioni d'integrale nullo in qualsiasi intervallo 
finito; e si possono cosi avere facilmente esempii speciali di queste 
funzioni, la cui esistenza del resto risulta già chiaramente da 
quanto si disse al §. 190. 12.° 

203. Aggiungiamo che dai teoremi dimostrati apparisce anche 
una generalizzazione di quello del §. 152, poiché si può ora affer- 
mare che: se F(a:) e f{x) sono due funzioni che fra a e p sotto 
finite e continue e in ogni punto di questo intervallo le loro derivate 
prese da una stessa parte, che però può non essere la stessa per le 
due funzioni, sono determinate e finite e sono atte alla integrazione, 
e in qualunque porzione comunque piccola dell'intervallo (a, p) 
esistono sempre dei punti nei quali queste derivate sono uguali, 
allora le due funzioni date F(^) e ff{x) saranno uguali o diffe- 
riranno l'una dall'altra per wia costante, giacché se d, e d^ sono 
le indicate derivate di F(a:) e f{a:), pel teorema del §. 199 avremo: 

F(a:)-F{a)= / d,da;, y(ac)-¥(a)= / dìd:c, e per essere (§.190. 10.°) 

rx rx 

I didx= j d^dx, Bara anche F{x)—f(a:)=coat. 

204. Dimostriamo ora il seguente teorema che riesce utile in 
molti casi. 
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Se, essendo f{x) una funzione di a finita e atta aUa inte- 
grazione neW intervallo (a, P) (a<^p, o anche aI>P), l'integrai^ 

rx 

f f{x)dx per ogni valore di x fra « e p (ai e p inclus.) è setnpre 
a 
compreso fra due numeri a e A (a e A esci.), in modo che ai ha: 

(8) a<:rf{x)dx<k; 

•Ja. 
e se if(x) è un altra funzione di x nello stesso intervaUa (a, p) che 
h sempre finita e che cól variare di x da a a ^ non va mai cre- 
scendo e non diviene mai negativa, allora la funzione f{x)f{x) sarà 



ptire atta alla integrazione fra a e p, e l'integrale j f{xyf{x)dx 



''fnx 



sarà sempre compreso fra i 
esci.), per modo cioè che si a 



j if(a.) e &-f{a.) {questi limili 



per tutti i valori di x fra a e p (a e P incl.). 

SI osaervi infatti dapprima che le coDdizioni poste per ip^x) 
portano (g, 187. ti.°) che essa sia atta alla integrazione definita 
fra a e p, e perciò anclie fra a e ic per tutti i valori di x fra a e p 
(a e p incl.). 

Si dedurrà da ciò che lo stesao accade (§. 160. 5.°) della 
funzione f{x)f{3'), e che supponendo scomposto l'intervallo da « 
a X in intervalli parziali S, , 5^ , . . . , 3„, e indicando con f, e f, 
dei valori compresi fra i limiti inferiori e superiori di f{x) e ^a;) 
nell'intervallo 8,, si ha: 



I f{x)f{w)dx!=\ìm\S,f,f, ; 



talché, pel teorema di Abel dato al g. 89, ai può dire intanto che, 
per dimostrare la proprietà enunciata sopra, basterà far vedere 
che per ogni valore di x fra a e p (a e p ÌqcI.) esiste un numero 
speciale differente da zero e positivo s tale che per tutti i valori 



à 



delle 5, inferiori ad e le somme^S»/. P^i valori di n' non snpe- 

riori al valore corrispondente di ?j siano sempre tutte comprese 
fra o e A (questi limiti esci.). r-j; 

Per questo, osserviamo cbe siccome l'integrale / f[x)dx è 

nna funzione finita e continua di iz; fra a e ^, la differenza 



[x)dx per un valore determinato di a; fra a e p j>renderà 



-1} 



effettivamente il suo valore minimo o; quindi, per le ipotesi fatte, 
questo numero a sarà differente da zero e positivo, e siccome la 
funzione f{z) è atta alla integrazione fra a e p, esisterà un numero 
positivo s tale che per tutti i sistemi di valori delle S,, Sj, . ., S^ 

inferiori ad e si abbia V S^Ds-^- , essendo D, le oscillazioni di 

f{x) negli intervalli 8, , 

Ma, per quanto si disse al §. 190. 3.°, se Si è uno qualunque 
degli intervalli 3, , S, , . . . , 3„ che così si hauno, sarà in valore 
assoluto : 

ra+lS, 

quindi, poiché, in forza delle condizioni poste sopra, qualunque 
sia il punto ic' fra a e |3 in cui viene a cadere il punto ''+5 5« i 



l'integrale j f{x)dx non supera mai il 



A — 0, si pub in- 



tanto asserire che quando le S,, S^,..., S^ saranno tutte inferiori 
ad e le varie somme S,/", , S/, + Sj/a , . . . , S|/'i4-Sì/a+ ■ • +Sf/i 

non supereranno mai la quantità A — ^ . 

In aimil modo si vede che se Oj è il minimo valore della 
rx 
differenza / f[x)dx — a pei varii valori di ic fra a e p, le somme 

suindicate, quando le S, , Sj , . . . S„ saranno tutte inferiori a un 



I 



i 



dato nmnero pOBÌtivo e„ non potranno mai essere infeiiorì alla 
quantità a -|- -^ ; quindi, pel teorema di Abel ricordato sopra, le 

BomineT£,/',f, che ctmdacoDO al valore dell' integrale / /{a:)^x)iii 
T J» 



saranno sempre comprese fra le due quantità 



(«+!).(. 



l) e 



( A — ^ }?'»)i e lo atesBO accadrà anche del loro limite; talché il 

teorema enunciato può dirsi ora completamente dimostrato. 

Farù notare clie anche se ff x) è discontinua nel punto i , 
nel teorema precedente a (^(a) si potrà sempre sostituire ^(ii+O) 
o ^(a— 0) secondochè a<p o a>P; giacché, per le ipotesi fatte, 
la quantità y(a+0) per «O e l'altra ^(a — 0) per a>p ha mi 



rx 



significato (§. 25), e l'integrale / f[x'y^{x)dx ha sempre lo stesso 

valore anche quando pel valore di <^{x) nel punto i sì prende 
(F(a-j-0) o f(a — 0) invece di (p(a). 

205. Quando la funzione '^{x) invece di soddisfare alla condi- 
zione di non andare mai crescendo da a a p, soddisfa all'altra di 

1 andare mai decrescendo, quand'anche resti sempre positiva, 
il teorema precedente cessa talvolta di sussistere. 

Però in questo caso, e anche più generalmente quando ff(x) 
da eia ^ non va mai decreacen/ìo, potendo anche essere negativa, t 
pei valori di x fra et e ^ (x e ^ inchis.) si hanno amora le disegtta- 
gliante (8), allora per gli stessi valori di x sarà sempre: 



00) Ar{«)-r(P)(A. 



-«>< f'ì 



««)TW*'<af («)+T(P) (A-») , 



(11) of (P)-A jf (P)-V(a)j <J'%ìf(=r)dx<Kf(f)-a jr(p)-f {, 
quando <p{J!) è positivo o nulla; e sarà invece: 



I 




Af(a)< 



fmn 



■.(x)<Ìx < ay (a) , 



^, 



Bfuando tp{^) è negativo o nullo. 

Si osservi inflitti che sotto le attuali ipotest la differenza 
•?(?)-?(■'■) fra a e p non sarà mai negativa, né sarà mai crescente, 
e quindi applicando la formola (9) si avrà l'altra: 

.JT(p)-ì(«)!< / ft.r)jcF(P)— fWj'i*<AJ!fP-9(a)} , 

T(a)- J{P) I A -Jn^ìdl j < j «i)<f(:t)d«<0f (a)+f (P) | jmàl-i^ j 

e da questa valendosi della (8) nel caso di f (P) positivo o z 
si trova subito la (10) e quindi anche la (11), e nel caso di ^(P) 
negativo :tero si ha subito evidentomente la (12). 

206. Oltre a ciù poi è facile vedere che: se per tutti i valori 
di X fra a e p (a e p incì.) sì ha in valore assoluto: 



^ 



h 



rf{x)dx<\ , 

mai d 
vrà ai 

rx 



e ff(x) dai a^ non È mai decrescente n5 negativa, allora, sempre 
in valore assoluto, si aera anche: 



■a:)f{x)dx<2kfi^ 



giacché se si osserva che ora può applicarsi la (10) col supporvi 
a = — A , si vede subito che il valore assoluto dell' integrale 






fyx)'f{x)dx viene ad essere inferiore a 2 



anche a 2Af(p). 

207. Di qui dunque si può anche concludere piti in generale 
3ie: se pei valori di x fra a e ^ (a e 3 inclrn.) si avrà, sempre in 




«0, / rt 



valore assoluto, f f(jx)dT<^A; e se la funzione f(.t) fra a e % 

olire a non cangiar dì segno un numero infinito di volte, rum 
farà neppure un numero infinito di oscillazioni, per modo cioì che 
l'intervallo {a, p) si possa scomporre in un numero finito p d'itp- 
tervalli (a, |3,), (pi , pj) , . . . (p^-i , P) tali che in ciascuno di esH 
separatamente la funzione sfessa y (,r) abbia sempre lo stesso segna 
e non vada mai crescendo o non vada mai decrescendo mentre X 
passa da un estremo dell' intervallo all'altro, allora si avrà, setnprt 
in valore assoluto: 



(15) 



fn. 

"'a 



[j:)<p{a:)dx<1tpAfa, 



essendo y^ il limite superiore dei valori assoluti di f{x) fra a e p. 

208. Quando poi la funzione ^(.r) fra a e p abliia un nni 
infinito di maasìmi e niinìmi allora i teoremi precedenti non sono 
piìl applicabili, e il più spesso per avere dei limiti fra i qnali 



'{x)dce è compresa conviene seguire processi 



r inte 



i^Jm 



apeciali dipendenti dalla natura delle funzioni f(,c) e f(u;). 

Nel caso però in cui la funzione f{x) è continua da a a p 
ed è una di quelle funzioni che noi chiamammo di prima specie 
(g. 134), allora, quand'anche fra a e p essa abbia un numero infi- 
nito di massimi e minimi, indicando con [lx-\-v una funzione di 
primo grado convenientemente scelta, si potrà formare una fun- 
zione f(x) — ]LX—v che sia sempre positiva e sempre crescent» 
sempre decrescente da a a p; e quindi applicando le forinola 

precedenti all'integrale / \^(x) — [W^ — v'f(x)dx potremo ancort 

ottenere dei limiti inferiori superiori dell'integrale ( f{i)^{x)dx. 

In particolare, se il limite superiore A dei valori dei rapporti 
incrementali di ^{x) fra a e p è finito, e a<P, prendendo [t^A 
la funzione !p(r)-|U^-v non andrà mai crescendo da a a p (§. 172); 



• determinando poi coavenientemeute il v si potrà anche fare in 
modo che essa eia sempre positiva; talché allora se per tutti i 
Tftlori di ;r fra a e 3 si avrà : 



«<_/«■'■: 



(16) a<J /■(..,),ii-<A , 
per il teorema del §. 204 ai troverà subito che: 
a|5(,)_,„_,l <j |j(j.)_,„_,j fl,)ij,<A.],(o,)_|,a-v|, 

ro: 

(17) ajf(«)-li«-.|+ f(v^+^ìnx)cU< rf(l)f(a:)Jx< 

<A|f(«)-|i»-vi+ / rp^+v)rta;)to, 
■Ja 
B BÌ BTranno intanto cosi due limiti fra i quali l'integrale 

f f{ccyf{x)dx ai mantiene sempre compreso finché x trOTaai fra 

a e p (a e p incl.). 

Questi limiti perù possono ridursi piò semplici. Si osservi 
per questo che, quando si ha la (Ift), la formola (10), col farvi 
'f{z)=x, per P>0 ci dà la seguente: 

■ Aa-p(A-o)<y"ifCi),ix<o=>+p(A-o) 

mentre la (12) per p^O ci dà invece l'altra: 



rx 



Aa< 



e ora valendosi di queste formole e della (16), coli' osservare che 
il numero A (e quindi \l) può sempre supporsi positivo o nullo, 
perchè altrimenti •f(x) sarebbe già decrescente da a a p, e allora 
si avrebbe subito la formola (d;, e il numero v può sempre aup- 
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porsi negativo o nullo, altrimenti non sarebbe neppure necessario 
di introdurlo in calcolo, si vedrà subito che la formola(l7) per 
p>;0 si può ridurre sempre all' altra : 

(18) 09(.)-j|i(p-.)-,|(A-a)< / Ai)5K»)fc<Ar{.)- 

+ |KP-.)-vl(A-a), 
e per P^O si riduce invece all'altra: 

(19) a!K«)+(l«+v) {A-a)<f%yfix)dj:<^f{^)-(v^+^) (A-a); 

e queste danno appunto due limiti assai semplici fra Ì quali è 

rx 
compreso il valore dell'integrale / f(x)<f{x)dx per tutti i valori 
di ì fra a e p (a e p incl.). '^'^ 

È da notare che quando si conosca il numero A, potremo 
prendere ii^A; e allora siccome la funzione <f{x) — Ax — v non 
andrà mai crescendo da a a p, onde non sia negativa basterà 
prendere v in modo che sia y(p)— Ap — v>0; e quindi potremo 
sempre prendere v=^'f^f — Ap tutte le volte che ^(P) — Ap è 
negativo o nullo. 

209. Invece poi delle formole (18) e (19), quando (come ^ 
abbiamo detto poter sempre supporre) il [i. è positivo, se ne possono 
avere anche altre che torneranno spesso più comode. 

Si osservi infatti che se a<p e [j. è positivo, la funzione ]ix-\-v 
da o( a p è sempre crescente, e quindi pel teorema del §. 205, se 
(ip+v^O si avrà: 

Aftw+v)-(tLp+v)(A-a)< / (iUH-w)/ìx),te<fl([»a+v)+(iJ^4-v)(A-fl)i 
•'a 
e se iJ.p+v<[0 si avrà : 

A([ta+v)<J (Fr+v)/i:a;)da;<«(ita4-v) , 

e qnindi sostituendo nella (17), pel casv di |i.p-|-v>0 si troverà I» 

formola: 



cf% 



;x)it<Af(.)-Hi(P-.)(A-<.), 
e pel caso di [i.3+^^0 si *"■» invece l'altra: 
I (21) <i<pW+(l"+v)(A-»)< rn*M<te<ATW-(|<«+v)(A-<.), 

che concorda colla (19); e queste sono le formole che Tolevamo 
trorare. 

Osservando poi che inaieme a ii^^A deve essere 
T(P) — (['■P+^J^Oi si Tfide subito che quando (p{p) è negativo o 
nullo, [i^-j-v deve essere pure negativo o deve essere uguale a 
zero e basta prendere v=(p(P) — ^; talché allora dalla (21) si ha 
la formola : 



(22) »!(.<)- p.(P-.)- 



)j(A-<.)<y«= 



:iWx)i.<AT(a)+ 



+ jf (P—)- 



)!(A-»), 
che vale perciò quando f(P) è negativo o nullo. 

Invece se y{P)>0, il v può intendersi preso in modo che 
anche ^^-\-v sia positivo, e allora si avrà la (20) ; talché noi pos- 
siamo dire dì potere sempre applicare le formole (20) o (22) 
secondochè 'j;(p) è positivo o negativo respettivamente . In tutte 
queste foratole poi [l è un numero qualunque non inferiore a A, 
e potrà sempre esser preso i»,=A. 

210. In modo simile si tratta il caso in cui essendo finito il 
I lìmite inferiore X dei rapporti incrementali di <fi(x) fra n e p, 
ei vuole introdurre io calcolo questo limite X. 

Del reato poi volendo trovare alcune formole relative a que- 
sto caso si può osservare che ae la funzione f{x) fra a e ^ ha 
effettivamente come aupponiamo, un numero finito o infinito di 
massimi e minimi, il X aarà negativo; e se invece della funzione 
^x) prenderemo a considerare la funzione 9,^ — ¥(^)i il limite 
superiore dei suoi rapporti incrementali sarà — X, e a questa fun- 
■'■ione <pj(x) potremo applicare le formole precedenti, e in parti- 
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colare le (20) e (22), intendendo perb allora che [j. sìa un nnmero 
non inferiore a — X, e ponendo y, o — ^ al posto di 7. 

Cambiando dunque in cjueate formole ^ in ^ y. e [j. in — p., 
coli' intendere ora che ti, aia uegatÌTo e non superiore a )., si 
troreranuo subito le formole seguenti: 

(23) AT=(a)+ji.,(p-«) (A-«)< J A^)-f (.'■)'/^<fl?(<x)-n,(^=<) (A-«). 

(24) A<p(«)+]l.,(P-a)-ì=(P^j(A-a)<y/l^>Kx)rfr<fl?(a)- 

_jj,,(p_«)_y(P)|(A-a) 

la prima delle quali vale quando 9(P):C0 e la seconda quando 
f (p)^0 ; e in queste formole, clic evidi'utemente sono relative al 
caao che ora volevamo considerare, il [i., è un numero qualunque 
non superiore a X, e si può prendere sempre li-(=X. 

In tutti queati casi poi si può notare che se ^{x) ammette 
una derivata determinata e finita 'f'(x) fra a e p, X e A sono 
respettiv amente ì limiti inferiore e superiore di questa derivata 
pei valori di x compresi nello atesso intervallo; e questo fii sì che 
le formole precedenti, che allora sono evidentemente applicabili, 
potranno tornare utilissime anche nei casi ordinar! pel calcolo 
approssimato degli integrali definiti. 

211. Tornando ora a considerare i casi in cui f(x) fra a e ^ 
non va mai crescendo o non va mai decrescendo, si possono 
ottenerG~ altri risultati importantissimi per mezzo del teorema 
del §. 204. 

Si osservi perciò che quando da a a p (a<!P o anche a^p) 
la funzione f(T) non va mai creacen'lo e non è mai negativa, pi?r 
l'applicazione della formola(O) basta che a e A siano respettiva- 
mente inferiori o superiori tanto poco quanto si vuole al minimo 

al massimo dei valori dell'integrale / f{x)dx per x compreso fra 

a e p (a e p inclus.); e quindi se m eM sono questi valori t 
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,Jf{x)dx 



« vthiitni ilello stesso integrale f f{.ìj)d£ , sempre nella ipotesi che 

da a a ^ la fumìom f(x) non sia mai negaiiva e non vada mai 
erescetido, si avrà: 



''a 



(25) >»,(«):S / ax)f{x)d^<,M^,) , 

e in questa diseguaglianza a y(«) si potrà anche sostituire ip(c(+0) 
o f{'x — 0) sectmdochè a<;p o o>-p, 

212. Segue da ciò che, sotto la ipotesi che da a a p la 
funzione rp^j;) non vada crescendo e non cangi mai dì segno, 



il rapporto — - / f\,x)'i{x)dj: è compreso fra il minimo «i e il 

massimo M dei valori che prende l' integrale / f[x)dx quando x 

"'a 
varia da a a p (a e p incl.); e quindi, osservando che quest'ultimo 
integrale, per essere una funzione continua di a; fra a e p, prende 
effettivamente tutti i valori compresi fra il suo minimo e il suo 
massimo, ai conclude anche che se f(x) è finita e atta alla inlegra- 
sitme nell'intervallo (a, p), e da a a p (f(iF} non è mai negativa e 
non va mai crescendo, si avrà : 






i,jy'W)^=fh^, 



t valore detentUnato di x fra a e ^ (a. e ^ indm.), 

rf ra+0(p-a) 

(26) jf{x)i(t]dx=f{^)jf{x)dx. 

essendo un numero determinato compreso fra e 1 {questi limiti 
inclusi). 

Nel caso poi che da et a ^ la funzione f(T) senza cangiar mai 
di segno non vada mai decrescendo, si osserverà che, siccome 

/-« 
allora l'integrale ( f{x)f(j:)dx sarà nel caso dell'integrale prece- 
dente, si avrà : "^^ 



k. 



Js Jb 



1 



ove flj' è un numero compreso fra a e p (a e 
derà perciò che in questo caso si ha: 



I incl.)i e si coiicln- 



(27) 






con 0, compreso fra e 1 (0 e 1 incl.); talché si può ora 
che, quando da et a ^ la funzione ^ (x) non cangia mai di segno e 
varia sempre in un senso o si mantiene costante, si avrà la for- 
mola (26) o la (27) aecondochè da a a p la stessa cp(j;) in valore 
assoluto non va mai crescendo o non vù mai decrescendo. 

Si deve poi notare che nella formola (26) a tp{a) pu6 anche 
sostituirai ^(a+0) o f{a. — 0) aecondochè a<3 o a]>p, e nella 

(27) a <f(|3) si può sostituire ^(p— 0) o -fi^^O) aecondochè a<? o 
a^P; come si deve pure notare che queste formole (26) e (27) 
hanno una certa analogia colia formola (6) del §, 190; però men- 
tre in questa ultima, delle due funzioni f{x) e f(j;|, quella che 
resta eotto l'ultimo integrale deve avure sempre lo stesso segno 
nel corso della integrazione e l'altra funzione può anche avere 
un numero infinito di oscillazioni, nelle forinole (26) e (27) invece 
delle dne funzioni ((x) e ^(,r) quella che resta sotto l'nltimo 
integrale può anche avere un numero infinito di cangiamenti di 
segno, o di oscillazioni, e Taltra funzione non deve fare alcuna 
oscillazione e conservare sempre lo stesso segno. 

213. 1 risultati precedenti conducono ad una formola dovuta a 

Weierstraas che, senza porre alcuna limitazione rispetto al s^no 

dì '^{t) fra a e p, comprende ad un tempo il caso in cui f{x) da 

a a ^ non va mai crescendo e quello in cui non va mai decrescendo. 

Questa formola è la seguente: 

(28) / f{x)f{x)dx=^<^{<,) / f{x)dx + f(p) / f{x)àx , 
Ja. Ja. ^a+9(p-a) 

e noi per dimostrarla considereremo separatamente il caso in cui 
la funzione ^(j^) da a a ^ non va mai decrescendo e quello in cui 
non va mai crescendo. 
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Nel primo caso osserveremo che, siccome ta funzione (p(P)— (p(x) 
E col passare di :c da a a ^ non va mai crescendo, e non è mai 
I negativa, per la formola (26) si avrà: 

essendo x' trn valore compreso fra a e p (a e p inclua.); e di qnì 
si dedurrà subito la formola: 

■ ff{x)f{x)dx=<^(^) ff{x)dx-\-f(a) fa^)dx-f{^) ff{x)dx , 

rP p' rP 

che evidentemente, coli' osservare che 1 ^ / -(- / si riduce & 
quella di Weìeratrasa. -'* *'« •'^' 

KNel secondo caso poi si osserverà che la funzione f(a)—f{x) 
col passare di j; da a a p non va mai decrescendo e non è mai 
negativa, e quindi appHciindo la formola ^27), o anche applicando 
la formola (28) col sostituirvi tf(a) — f{z) invece di <f{x), pel qual 
caso la formola (28) stessa può dirai già dimostrata, si troverà: 



■ ■ jrti)|f(.)-f(»')i'i^=lf(«)-<f(P)lj «=)*'', 

* con x' compreso fra a e p (a e p inclus.); e di qui si dedi 
■abito la formola: 

\ mf{x)d-r=^{^) ff{x)dx-^(^) ftlx)dxi^f(^) [f{x)d. 
Ja. J a. Jjì •'x 






che ai riduce pure alla formola di Weieratrasa, la quale resta cosi 
dimostrata in tatti i casi. 

A y{«) poi e a y(p) anche nella formola di Weierstrass po- 
tremo sempre sostituire le quantità f{fx-\-0) e fi^ — 0), o le altre 
(p(a— 0) e tfi^-\ 0), eecondochè a<p o a<p. 

"214. La formola di Weierstrass suppone come abbiamo detto 
che la funzione '^{x) col passare dì x Aa, a &^ resti costante o 
Tftriì sempre in un senso. Quando invece questa funzione y(j) 
da a a p facesse un numero finito di oscillazioni, in modo cioè 





che rinterrano (a, p) « scomponesse in p intervalli (at|, p,), i 
(Pi 1 Pi)i •• -t (Pp-i 1 P) '1 ciascuno dei quali la funzione 'p{T) non 1 
facesse oscillazioni, e fosse continua almeno nei punti ^,, ^, . .. Pp_|, ] 
allora siccome per la formola di Weierstrass si avrebbero le J 
seguenti: 

Jh-t ■'%-, , '' , 

ove j', , Xj , . . . , Xp sono valori compresi negli intervalli suindicati 
relativi a ciascuna oscillazione (gli est. incl.), si conclude subito 
che invece della (28) si avrebbe l'altra: 

(29) f f(x)f[x)dx=f{^) \mdx^(^,) / rtr)J;r+y(p,) f%)dx^ 

215. E noi caso infine che la Funzione rp[x) fra a e p facesse 
un numero infinito di oscillazioni, ma essendo però una funzione 
sempre continua e di prima specie, allora indicando con p. un 
numero non compreso fra i limiti inferiore e superiore X e A degli 
estremi osciltatorii di f{x) fra a e p, e osservando che da a a ^ la 
fimzione fplx) — jt»" non fa oscillazioni, per la formola di Weier- 
strass si vede subito che 8Ì avrà: 

ff{xMx)dx=f(^) fmdx+^f) (f{x)dz+f. /":r«i)ir- 
''et •/« '^x^ •'a 

-^iflx)dx-^^if{x)dx, 

ove Xi è un numero compreso fra a e p (a e p inctus.); e siccome. 



sempre per la stesea formola, si ha: 

ove «j è UH nuovo nmnero compreso fra a e ^ (a e p pure incl.), 
8Ì conclude subito che «e/ roso delle funzioni 'f{x) di prima specie, 
per ogni valore dì [J. non compreso fra i limiti inferiori e supe- 
riori degli estremi oscillatorii \ e A della stessa tf{x) (|J.^X o 
ji^A incl.) si avrà la formola aerjueìite: 

(30) ffixW)dx=firL) f%)dx+f(^) f fix)dx-iL(^-a) i%)dx , 

essendo x^ e x^ due numeri determinati compresi fra a e p (a e p 
ine/.}, il secondo dei quali x^ pub anche talvolta essere uguale al 
primo ma non dipende affatto dal valore che si prende per ^, 
216. In tutto ciò elle precede abbiamo supposto che la fun- 



zione f{x) che comparisce nell' integrale 



/■p 



Ix fosse BCmpre 



finita fra a e [3. Ora supponiamo invece che f\x) divenga infinita 
a uno o a tutti e due i limiti a e |3, o per alcuni valori di x fra 
a e P; intendendo per ora con ciò di comprendere tanto il caso in 
cui in questi punti f(x) è effettivamente infinita, qualunque siano 
del resto i valori che casa ha nei loro intorni, come anche il caso 
in cui coli' avvicinarsi indefinitamente di x agli stessi punti da 
una o da tutte e due le parti la funzione finisce per prendere 
anche valori numericamente maggiori di qualunque quantità data 
(§. 26), qualunque aia del resto il valore che la funzione stessa 
ha in quei punti; per modo che talvolta accadrà che un punto 
determinato jc considerato come appartenente soltanto a uno dei 
suoi intorni a destra a sinistra p. es. a quello a deatra, figuri 
come un punto d'infinito di f{x), mentre non figura più come 
tale quando ai considera come appartenente soltanto all'intorno a 
sinistra. 

Ora, ammettendo che la funzione f(x) sia ancora atta alla 
integrazione in tutti gli intervalli nei quali è sempre finita, ae 




i dÌTeirà infinita soltanto per uno de! limiti p. ea. per x=^ 
(ce p. C3. <!^)i indicando con e una quantità diS'ereute da zero 
ma arbitrariamente piccola e positiva, si considererà l'integralt 



''a 



Ix come il limite dell' integrale 






Ix per 6=^0; e 



f(x) diviene infinita a tutti e due i lìmiti a e p soltanto, o i 
nomerò finito di punti fra a e ^ (ce e 3 p> ea. esci.) sì considereA 

l'integrale / f{x)dx come il limite respettivamente dell' ìntegrals 

fP— •'« 

/ f{x)dx^ della somma: 

/ A^)Ax-\- / nx)dx+ ....+ / f{.x)dx . 

quando le quantità e e e' , o le e, , Ej , . . . e. e le e', , e'g , . . 
tendono a zero per valori positivi secondo una legge qualunque;, 
e la funzione f\x) si considererà come atta alla ttUegraxioné 
definita fra a e p soltanto nel caso in cui la quantità di cu si 
ha da cercare il limite abbia an limite determinato e finito, Invec* 



l' integrale stesso 



•J Md. 



Ix sarà infinito se uno o più degli int«- 



grali che figurano nella quantità di cui si ha da cercare il lìmite 
tenderanno all'infinito nello stesso senso, e gli altri avranno 
limiti detcrminati e finiti, o almeno si comporteranno in modo 
che nessuno di essi abbia per limite l'infinito o prenda valori 
infinitamente grandi e di segno opposto a quello degli integrali 
infiniti ; e sarà invece indeterminato in tutti gli altri casi. 

217. Kel caso poi che f{x) divenga infinita fra et e p (a<?) 
in un numero infinito di punti che costituiscano un gruppo 
prima specie e del prim' ordine, allora indicando con a,, ct^,.. . 
i punti del gruppo derivato G' presi in ordine crescente, e supposti 
p. ea. tutti interni all'intervallo (a, p), e ritenendo che la funzione 
f(j;) sia atta alla integrazione in tutti quelli intervalli che non 
comprendono i punti «i , «i , . ■ . Om (e che contengono quindi 
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[ soltaiito un numero finito <1Ì punti di G), si definirà l' integrale 
: col dire clie esso è il limite della somma: 
/ f(x)dx-\- / f{xìdx+ . . .+ / f{x)dx 

quando le s e e' sono quantità positive che tendono a zero con 
una legge qualunque. 

Nel caso poi che f(x) divenga infinita fra a e ^ in un gruppo 
G di punti di prima specie e di second' ordine, indicando allora 
con a, , Og , , . . a„ i punti del secondo gruppo derivato G" in 
ordine crescente, e ritenendo al solito che la funzione f{x) sia atta 
alla integrazione in tutti quelli intervalli che non comprendono i 
punti a, , Oj , . , , a„ (e che contengono quindi soltanto dei punti 
di G che appartengono a gruppi del prim' ordine) , si definirà 



, l'integrale ( f{x)dx col dire che esso è il limite della somma: 

I 

i «a;)A»+ / f{x)dx 






ì 



quando le i e e' sono quantità positive che tendono a zero; e in 
modo simile si definirà successivamente l'integrale stesso quando 
f{x) divenga infinito fra a e ^ in un gruppo di punti di prima 
ipecie e degli ordini 8", 4",..., v"; talché non resta ora che il 
caso in cui f{x) divenga infinita in un gruppo di punti di seconda 
specie fra a e p , il qual caso però non merita di essere conside- 
rato, e s' inteuderà perciò sempre escluso. 

Per abbreviare le notazioni, d'ora innanzi per rappresentare 
una somma d' integrali relativi alla stessa funzione, come p. es. 
la somma: 

I jfl,x)ix + JAx)dx + ...+pf{x)dx 

jDseremo il simbolo: 




c(H--r> 



;)ie. 



— 302 — 

2IS. Definiti gli intcgruli anche nei cebi ora indicati in cui 1a 
funzione f\x) diviene infinita fra ce e p, non si può lasciare di 
osservare che quando questa funzione /\:r) sia effctthamente infi- 
nita in un numero finito di punti dell' intervallo (ce, ^} o in un 
gruppo qualunque di punti di prima specie senza però che il ano 
valore numerico vada mai creacendo oltre ogni limite quando ci 
si avvicina indefinitamente da una parte o dall'altra ai punti 
stessi H, , ij , , . , nei quali è infinita {infiniti isohti\ allora con- 
siderando siiccesairamente il caso in cui questi punti a, , (^ i ■ . • 
sono in numero finito e quello in cui essi costituiscono un gruppo 
di prima specie e degli ordini 1", 2", -3°, .... respettivamente, si 
troverà subito, per la definizione, che il valore dell* integrale 



(\x)dx sarà quello stesso che si avrebbe quando in qnei punti 






a, , Oj , . . . la funzione f(x) avesse valori finiti qualunque; talché 
noi potremo sempre escludere dalle nostre considerazioni questo 
genere d'infiniti che in sostanza il piìl di sovente, non sono altro 
che discontinuità di quelle che possono togliersi mutando il ralore 
della funzione nel punti corrispondenti. 

Neppure poi ai deve lasciare di notare che, per quanto i punti 
dei gruppi derivati di un gruppo possano non appartenere al 
gruppo G stesso (§. 13), nel caso nostro però, per la natura dei 
punti che abbiamo detto di considerare {§. 21G) come infiniti di 
/l[.i), i punti dei gruppi derivati di quello che in certi casi sarà 
formato dai punti di infinito di f{x) apparterranno tutti anche a 
questo primo gruppo, e figureranno sempre in conseguenza come 
punti d' infinito della funzione stessa f{x). 

219. Pel caso che la funzione f\x) divenisse infinita soltanto 
in un punto o interno all'intervallo d'integrazione (a, p), Cauchif, 
nell'ipotesi p. es. di a<Cp, chiamava valore principale dell' inte- 
ra / /■""' rP \ 

graie ( f[x)dx il limite della somma ( / + / 1 f{^)dx per t 
positivo e tendente a zero; quindi, adottando noi pure questa 



denominazione, e osservando che 



uyj!,>^^ 
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può benissimo non avere un limite determinato quando s e s' 
tendono a zero indipendentemente l'una d'altra, e averlo invece 
quando fra s e s' sussistono certe relazioni, e in particolare quando 
s'^s, si potrà dire evidentemente che se l' integrale dato 



X' 



f{x)dx non è determinato, il suo valore principale però può 

benissimo esserlo; e se lo stesso integrale ha un valore determi- 
nato finito o infinito, il suo valore coincide sempre col valore 
principale. 

220. Lo stesso Caitchy poi, limitandosi alle funzioni f(x) che 
fra a cp (a e p incl.) divengono infinite soltanto in un numero 
infinito di punti, chiamava integrali definiti singolari, per ognuno 
di questi punti a (supposto p. os. interno all'intervallo (et, p)), 

l'uno e l'altro degli integrali ( f{x)dx , f f{.v)dx , ove k, t 



di f{x)dx, f{.-i;)dx 



f 



SODO numeri fissi positivi qualunque, e e e pure positivo ma arbi- 
trariamente piccolo e tale che fra il massimo e il minimo dei 
numeri a — e, «^A',s, a+A^s, a-\-i non vi cada che il punto a 
di punti nei quali f\.i:) diviene infinita. 

Qui però modificheremo il concetto di Cauchy; e supponendo 
ancora dapprima che fra a e p la funzione f^x) divenga infinita 
Roltanto in un numero finito dì punti, chiameremo integrali defi- 
niti singolari per ognuno di questi punti a interni all' intervallo 

(a, p) ambedue gli integrali / f{.r)dx , f f{x)dx , ove s è un nu- 

Ja—s Ja-^5 
mero diverso da zero positivo e arbitrariamente piccolo, e 5 è 
un altro numero qualunque diverso da zero e positivo e inferiore 
e di più E è tale che negli intervalli {«-e , a-S) , (n+S , (I+e) 
non cade nessuno dei punti nei quali f{x) diviene infinita; e nel 
caso poi che il punto a in cui f(x) diviene infinita sia uno degli 
estremi dell'intervallo (%, p), p. es. l'estremo P, si avrà ancora un 
integrale definito singolare che, se p, es. a-<3, sarà l'integrale 

rp-8 

/ f(x)dx , ove s e S hanno i significati stabiliti poc' anzi. 

Jr. 



k 
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Supponendo poi che la fauzione f{x) divenga in&nìta in nn 
grappo di punti G di prima specie e del prìm' ordine, indichiamo 
con a, , sLj , . . . su i punti del gruppo derivato G' (punti-limiti 
di G) i quali (§. 218) saranno anch'essi punti d'infinito di Q. 

Siccome ogni punto differente da a,, o^,... cr,„ non avrà 
intomo a sé un numero infinito di punti di 6, è chiaro che per 
ciascuno dei punti differenti da i, , o^ ,...%, in cui la funzione 
^t) diviene iofinita si potranno ancora formare degli integrali 
definiti singolari come quelli indicati sopra. Oltre a questi però, 
povera ora considerare auciie per ciascuno dei punti ^ uno o due 

integrali della stessa forma dei precedenti / fij:)ilj:, f f(x)diS 

secondochè a. sarà un estremo dell'intervallo (st, P) o sarà un 
punto interno; e siccome questi ultimi integrali sono distinti 
dai precedenti, inquantochè il numero degli infiniti di ^^j;) che 
cadranno in uno almeno dei due intervalli d'integrazione 
(a, — s, , a, — 5,), {a,+5, , a.,-j-t,) relatiri agli integrali che corri- 
spondono a a, , sebbene sempre finito, andrà crescendo indefini- 
tamente coli' impiccolire sempre più di S„ noi chiameremo questi 
nuovi integrali integrali definiti siiigolari ddprim'ordhie, dicendo 
però allora integrali definiti singolari di ordine sera quelli consi- 
derati sopra. 

Similmente se la funzione /^j") diviene infinita in nn gruppo 
di punti di prima specie e del secondo ordine, e P| , ^,,,. §f 
sono i punti del secondo gruppo derivato G', allora rispetto ai 
punti di G e a quelli del primo gruppo derivato G' che non coin- 
cidono con ?|i Pi 1 . ■ . , Pp potremo formare degli integrali definiti 
singolari del prim'ordine e altri dell'ordine zero; e rispetto poi 
ai punti Pi , Pi , ■ . . , Pp potremo formare dei nuovi integrali defi- 
niti singolari che chiameremo di aecoìid' ordine, come p. ss. i due 

/*p.-8. rp.+E, 

/ f[x)dx , / f{x)dx relutivi al punto p, (supposto p. es. che p, sia 
•'p.-s. ''P.+5. 

un punto interno all'intervallo (a, P)); e coli' impiccolire di Si 
(S,<Ce,), in uno almeno dei due intervalli d'integrazione corrispon- 
denti (p,—s,, P,— Ji), {P»-|-S., P.+S.) vi verrà sempre a. coden 
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un numero infinito di punti di G, e vi verranno a cadere dei punti 
del gruppo derivato Q' il cui numero, sebbene sempre finito, andrà 
ancbe crescendo indefinitamente all'impiccolire ognor più dì S,. 
Io modo simile si trova che ae /{.>:) diviene infinita in un 
gruppo di punti G di prima specie e del terz'ordine, si avranno 
anche degli integrali definiti singolari de! terz'ordine; e cosi con- 
tinuando si vede che in generale ae f(u:) diviene infinita in un 
gruppo di punti di prima specie e dell'ordine v, ai avranno in- 
tegrali definiti singolari degli ordini 1°, 2°, 3", . . . fino all'ordine 
v° inclusive. 

221. Premesse questo definizioni, è focile vedere che: se una 
funmone f[x) dwiene infinita fra a e p in punti a cosiiluenli im, 
gruppo finito infinito G di prima spedi, onde essa sia alla alla 
integrazione nell'intervallo (<x , p), è necessario e sufficietile che 
isfi alle ordinarie condinioni d'integrabilità in tutti gli inter- 
nei quali è sempre finita, e nel tempo stesso i suoi integrali 



definiti singolari dei varii ordim 



ra+s 
ini / f{cc)da; 



(3<;6) abbiano per 

limite zero coli' avvicinarsi sempre piti dei loro estremi a — e, a — 8, 
e o-[-5, a-|-s al punto singolare corrispondente a. 

Si osservi infatti che, per quanto si disse al g, 21(5 e pel 
teorema de! §. 22, la proprietii enunciata sussiste evidentemente 
ne! caso in cui f.^x} fra a e p diviene infinita soltanto in un 
numero finito di punti; talché, onde dimostrarla in generale 
basterà far vedere che, ammesso che sussìsta pel caso dei gruppi 
di ordine uguale o inferiore a v — 1, essa suaaisterà altresì ne! 
caso che G sia un gruppo dell'ordine v. 

Ora se il gruppo G è dell'ordine v, e Hj , <:^ , . . , 0» sono i 
punti successivi del gruppo derivato di ordine v presi in ordine 

crescente, considerando p. ea. l'integrale / f{j:)dx ove s,- e ej+, 

''a.i-E, 
SODO positivi, s' intende subito che se easo ha un limite determi- 
nato e finito per Eì e bm tendenti a zero, gli integrali definiti 
reti- et ra^„Su, 

igolari dell'ordiue v / f[j;)dj;, j f(x)dx, ove 0<S,'<£^, 



p' 

•^a-4 
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0<8in<[£f,i , avranno per limite zero col tendere & zero di s^ e e^m 
YiceTersa, se cÌ6 accade per gli integrali singolari dell'ordin 
I per quelli di ordiae inferiore, osservando che l'integnl 

fix)dx è esteso a un intervallo (a<-|-fii, «ìh+e*»,) nel qòd 

cadono soltanto punti di gruppi di ordine inferiore a v 
conto della ipotesi ammessa die il teorema sia già stato rìcono 
sciuto giusto pei gruppi di ordine uguale o inferiore a v — 1, i 
vedrà sultito che per ogni sistema di valori positivi di Et e i 
l'integrale stesso avrà sempre un valore determinato e finito. 1 
aggiunge che, in conseguenza della ipoti^si che ora facciamo eli 
anche gli intfgrali definiti singolari di ordine v abbiano per lìmil 
zero, le differenze fra i valori che si otterranno per Tintegral 

f\x)dx al successivo impiccolire di 

sempre numericamente inferiori a quel numero che pia ci piace, 
in conseguenza col tendere a zero di e, e e,+, questi valori 
anche un limite detcrminato e finito (g. 221; dunque evidente 
mente in forza della definizione che si ha in questo caso 



nniranno per e 



l' integrale 






i può ora asserire che se la proprietà enn 



ciata sopra sussiste pel caso dei gruppi di ordine u^ale i 
inferiore a v— 1, essa sussiste anche per quelli dell'ordina v; 
quindi la proprietà stessa può dirsi ora dimostrata in generale. 
Per brevità di linguaggio, rifwendoci ai punti nei quali f{t 
diviene infinita (o ai loro punti-limiti, che per noi del resto som 
sempre punti d'infinito), diremo talvolta che una finmone è a 
alla iniei/razìone ntglì intorni a destra di questi punii o 
a sinistra quando gli integrali definiti singolari corrispoodeDl 
avranno per limite zero coli' impiccolire indefinito degli stesi 
intorni ; e così onde la funzione f(x) sia atta alla integrazione fi 
a e p sarà necessario e sufficiente che, oltre a essere atta alla inb 
grazione negli intervalli nei quali è finita, lo sìa anche i 
intomi a destra e a sinistra dei punti nei quali essa diviene infimti 
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222. Al modo stesso che nelle serie insieme alle somme di un 
numero qualunque di termini che seguono Vn° si considera anche 
quella quantità limite che è conosciuta sotto il nome di resto della 
serie, cosi nel caso attuale, insieme agli integrali definiti singolari 
relativi a ogni punto singolare a , che sia p. es. interno all' inter- 
vallo, avviene talvolta di dovere considerare anche la quantità 



limite / f(x)dx^ eh 



limite / f[x)dx , cioè l' integrale esteso a un intorno arbitraria- 
mente piccolo (a — S|, a-|-e) del punto a, il quale integrale non 
è altro che il limite della somma { / + / ) f(:^)<i^ per 



f + / ) f(:x)dx 

a-6, ^a-\-8 / 



8|=-f-0 e 8=-f-0. Anche a questo integrale perciò noi daremo 

un nome speciale, chiamandolo il contributo delV intorno di a^ e 

di un ordine determinato dalla natura del punto a; e, quando a 

sarà intemo alP intervallo (a, p), lo potremo sempre spezzare in 

'a-hs 
due integrali / f{x)dx ^ 1 f{x)dx che saranno] rcspettivamente i 



fa fi 



coìUrihidi degli intorni a destra o a sinistra di a. 

Con queste denominazioni poi, essendo sempre f{x) una fun- 
zione che diviene infinita fra a e p in punti che costituiscono un 
gruppo finito o infinito G di prima specie, si potrà anche asserire 
che onde essa sia atta alla integrazione fra a e j3 è necessario e 
suflBciente che soddisfi alle condizioni d'integrabilità in tutti gli 
intervalli nei quali è finita, e che per ogni pimto d'infinito, i 
contributi relativi (dei difi*erenti ordini) coli' impiccolire indefini- 
tamente degli intorni corrispondenti, abbiano tutti per limite zero. 

Rispetto poi ai punti e dell'intervallo (a, P) che non corri- 
spondono a punti d'infinito di f(x)^ occorrerà pure qualche volta 

di dovere considerare i contributi / f(x)dx relativi ai loro intorni, 

rc±£ * 

come anche gli integrali / f(j:)dx (0<3<Cs) analoghi agli inte- 



grali definiti singolari; e questi contributi, come questi ultimi 



. C+Oi 
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XC±e 
f{x)dxt evidentemente avranno per limite zero Col- 
lis 
l'impiccolire indefinito degli intorni corriapoodenti (c—Zi, 
dei aumeri e e d. 

223. Le considerazioni precedenti mettono in chiaro come l 
risultati 1.' 2.° 4." 9.' 10.' 11.° 12.° 13.- 14." e 10." del §. 190 
continuano a sussistere anche quando tutte o alcune delle funzion 
che vi figurano, pnre restando atte alla integrazione neirinterridlt 
(a, p\ divengono infinite fra a e ^ io punti che costituiscono u 
gruppo finito o infinito G di prima specie. 

Degli altri risultati poi dello stesso §. 190, alcuni ( 
naturalmente di sussistere, e altri soffrono soltauto delle e 
però noi non ci fermeremo ora a esaminarli tutti particolarmentfl 
e ci limiteremo a mostrare quali modificazioni debbano portan 
ai risultati 5.° 6.° 17.° 18." e 19." quando si suppone che tutte d 
alcune delle funzioni che vi 6gurano, \mr restando sempre al 
alla integrazione nell'intervallo (%, ^), divengono infinite in alcv 
punti fra ae^. 

224. Premettiamo perciò l'osservazione che la prima parb 
del risultato 15." del §. 190 non si estende completamente al e 
in cui la funzione f{..c), pur essendo atta alla integrazione i 
l'intervallo (a, p), diviene infinita in questo intervallo in punti 
costituenti un gruppo finito o infinito G di prima specie; pel 
modo che la condizione che la funzione fi{x) formata dai raion 
assoluti dì f(x) aia atta alla integrazione fra a e p non è piii u 
necessaria conseguenza dell'altra che la funzione /)[x) sia atti 
alla integrazione nello stesso intervallo. 

Però se la funzione f[x) sarà atta alla integrazione fra a e { 
la funzione f^{x) dei suoi valori assoluti lo sarà pure in tutti g 
intervalli fra a e ^ nei quali f{x) è finita (g. 190. 15."), talché pi 
decidere se essa è atta o nò alla integrazione anche nell'int 
vallo totale (a, ^) basterà esaminare i suoi integrali definiti siit 
golari relativi ai vani punti d'infinito, e vedere se essi tendoni 
o nò a zero coli' impiccolire indefinitamente degli iutomi ad « 
corrispondenti (§. 221), cio& basterà cercare se la funzione stes 
fiix) sia atta o nò alla integrazione definita negli ìntomi i 
punti d'iniiuito di ({x). 
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Invece quando si abbia per dato cbo la funzione /"((.t) dpì 
Talori assoluti di f{.c) è atta alla iutegrazione nell' interTallo 
totale (a, P), onde essere sicuri che tale è pure f{x) basterà esa- 
minare ae eaaa è atta o nò alla integrazione in tutti gli intervalli 
&a EX e j3 nei quali è sempre finita, ciò che si farà applicando i 
teoremi generali dei §§, 184 e seg. 

225, Ciò premesso, incominciamo dall' estendere in parte il 
multato 17." de! §. 190, dimostrando cioè che: se f(x) è una fun- 
zione che fra a e p (p. es. a<Cp) ♦">« supera mai in valore assoluto 
ttn numero finito e poaittco L; e tp(js) i una funzione che, anche 
t diviene infinita fri a. e ^ in punti costituejtti un gruppo finito 
o infinita G di prima specie, è alta alla integrazione nell'intervallo 
\ (a, p), e tali sono pure il prodotto f{x)fix) e la funzione (p,(j') 
L jet valori assoluti di 'f{r), si avrà in valore assolato: 

j A«)¥(^)<^ ^ M TiWf^ . 

f talché in particolare se /(a:)=l sarà: I 'p{'ic)dw^ j fpi{x)dx, 

qtiando f{x) si mantiene alta offa integrazione fra a e p anche 
riducendola ai suoi calori assolati. 

Ricordando infatti che questa proprietà si dimostrò già al 

§. 190. 17.° pel caso che fj:(.T) fosse sempre finita fra a e p, si vede 

[ Subito che se 'f(j;) diviene infinita in un numero finito di punti 

E^ , . . . , cin pure fra a e p, e si ha p. es. a<C«i*C*i*C' •<C«»i'CPi 

1 in valore assoluto: 



j Mf{ 



^)f{-^)<!x^L 






Ja ''a 

1 / yi'x)rfar<L ( fi(x)dx, 
''o,-|-s'i A, 



I perciò anche; 
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e cjnindi al limite sarà: 



I f{xys{x)(lx <L / 'f;{u)dc, 



talché la proprietà enunciata può dirsi intanto dimostrata per 
tutti gli intervalli (a, P) nei quali ^ix) diviene infinita in un 
numero finito di punti. 

Ammettendo ora dimostrata questa proprietà pel caso che 
^{x) divenga infinita fra a e p in gruppi di punti dell' ordine (v-1) 
o di ordine inferiore, si passa subito al caso dei gruppi di punti 
di ordine v, giacche se allora a^ , o^ , . . . , «,„ sono i punti del 
gruppo derivato v®, si avranno ancora le formole precedenti, le 
quali daranno sempre: 

/ /*(a:)'f(T)(te<L / ^^{x)dx\ 

talché la proprietà enunciata può dirsi ora dimostrata in generale. 
226. Valendosi ora della proprietà dimostrata si trova subito 
un caso in cui il teorema 5.** del §. 190 è suscettibile di estensione, 
poiché si dimostra che: se f\x) e ^{x) sono due funzioni chef 
quand'anche divengano infinite fra a e ,3 in punti costituenti un 
gruppo finito o infinito di prima specie, sono atte alla integrazione 
nelV intervallo (a, p) e non divengono mai infinite insieme (*), anche 
il loro i^rodotto f{x)rf(x) sarà atto alla integrazione in que^ 
intervallo tutte le volte che le funzioni fi(x) e 'fi{x) dei valori 
assoluti di f(x) e rp{x) siano atte esse pure alla integrazione 
fra a e p. 

Per dimostrare questo teorema osserviamo dapprima che se, 
come supponiamo, f{x) e 'f{x) sono atte alla integrazione fra a 
e p, il loro prodotto f{x)'f{x) sarà pure atto alla integrazione in 
tutti gli intervalli nei quali f(.r) e (f(:r) sono finite (§. 190. 5.**), e 
quindi per avere dei casi in cui esso è atto alla integrazione ancìie 

(•J Questa condiziono, per quanto si ò dotto al §.218, nel caso che/^x) e?(x) 
f ra a |3 divengano infinito in puuti costituenti due gruppi influiti G e G| di prima 
siiecie, esclude anche che alcuni punti-limiti di G coincidano con alcuiìi punti-limiti 
di Gj, perchè questi punti-limiti sono sempre punti d'infinito, oc. . . . 



— 311 — 

nelT intervallo totnle f«, p) baaterà eRaminare i suoi integrali 
definiti singolari (.g. 221). 

Per questo, ammettiamo dapprima che la funzione f(x) 
divenga infinita soltanto in un numero finito di punti fi-a a e p, e 
Io stesso accada della funzione f{j:), o questa sia sempre finita. 

Allora, se si suppone che « sia un punto d'infinito di f(r) o 
di f(x) fra a e p (a e p incl.)i P- es. di <p{x), V integrale delìnito 



singolari 






x)dx per e e S sufficientemente piccoli (0<C5<Ct) 



bì manterrà sempre numericamente inferiore a un numero dato 
positivo e arbitrariamente piccolo n, e al tempo stesso per la 
ipotesi ammessa che le funzioni f\,i:) e ^ix) non divengano mai 
infinite insieme, in tutto l'intervallo d' intog razione (a±ò, a±s) la 
funzione f{x) ai manterrà sempre numericamente inferiore a un 
numero y; dunque, poiché nell'intervallo («±5, a±è' le funzioni 
ifix) e f[j:) sono sempre finite e quindi il loro prodotto è atto 
all' integrazione nello stesso intervallo, pel teorema del paragrafo 



precedente si avrà in valore assoluto 






:(>c)rfj.'<^Y^; fi Io 



stesso accadrà per gli integrali definiti singolari relativi agli altri 
punti d'infinito di f{.v) o di -^ix) fra a e P, talché il teorema 
enunciato sopra può dirsi intanto dimostrato pel caso che f\j:) 
e y{.c) abbiano soltanto un numero finito d'infiniti fra a e p. 

Per dimostrare ora questo teorema in generale, ammettiamo 
L ài solito che esso sia già stato dimostrato pel caso che f\x) o ^(:r) 
F'dÌTengano infinite ira a e p in punti che costituiscono gruppi di 
lordine uguale o inferiore a v — ], e facciamo vedere che esso 
f sussisterà ancora nel caso che per /"(.*■} o per -^{x) questi punti 
l; costituiscano gruppi di ordine v. 

Supponiamo perciò che ^{x) divenga infinita ìn un gruppo 

i panti di ordine v, e siano a.^, aj ,...«„ i punti del v" gruppo 

ItSerivato, e f{x) sia sempre finita o divenga infinita in un gruppo 

lidi punti che sia tutt'al piti anch'esso dell'ordine v, e in quest'ut- , 

timo caso siano p, , pj , . . . , p^ i punti del v° gruppo derivato. 

Allora in tutti gli intervalli che non contengono i punti 
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a^ , oCj, . . . , of,« i punti p, , |3o , . . . , P^,, il prodotto fX^rypi^) sarà 
atto alla integrazione; quindi basterà occuparsi degli integrali 
definiti singolari di ordine v relativi ai punti a^ , o^ , . . . , Om e ai 
punti Pi, P2,..., Pp. 

Ora se a è uno di questi punti, p. es. uno dei punti «i, 

Jfa±e 
f rp^{x)(lx per e e 3 
a±d 

suflBcientemente piccoli sarà sempre numericamente inferiore a un 
numero dato positivo e arbitrariamente piccolo a; e per le ipotesi 
contenute nell'enunciato del teorema la funzione f{.r) nell'inter- 
vallo (a±5, a±s) sarà sempre numericamente inferiore a un nu- 
mero finito Y, giacché altrimenti se non vi fosse un intorno di a 
nel quale f{x) è sempre inferiore a un numero finito, il punto a 
figurerebbe come un infinito anche di f{x) (§§. 216 e 218), e in 
esso le due funzioni f{x) e rf{x) diverrebbero infinite insieme; 
dunque, poiché, per quanto piccoli siano 8 e s , fra a±3 e a±e il 
prodotto f{x)'f{x) è sempre atto all' integrazione perchè i punti 
d'infinito di ^{x) che cadono nell' intervallo (a±3, a±e) appar- 
tengono tutti a un grappo dell'ordine v-1, applicando il teorema 

ra±s 
del paragrafo precedente, si trova ancora che: / f(x)f{x)dx <^^z^ 

e quindi il teorema enunciato sopra può dirsi ora dimostrato in 
tutti i casi. 

Farò notare che quando una delle due funzioni f{x) e y(x), 
p. es. /"(vc), sia sempre finita fra a e p, la condizione posta nel- 
lenunciato del teorema che la funzione fi{x) dei suoi valori 
assoluti sia atta alla integrazione nell' intervallo (a, p) si rende 
evidentemente inutile. In questo caso del resto essa è sempre 
soddisfatta da per se (§. 100. 15**). 

Oltre a ciò poi si può notare che il teorema dimostrato si 
estende evidentemente anche al caso del prodotto di un numero 
finito di funzioni che soddisfino tutte alle condizioni che abbiamo 
poste sopra per le due funzioni f{x) e ^(x), 

227. Osserviamo ora che secondo quanto abbiamo detto al 
§. 224, quando le funzioni f{x) e 'f(x) che figurano ncirennnciato 
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del teoroma del paragrafo precedente sono atte alla integrazione 
fra a e p, onde essere sicuri che tali sono pure le funzioni dei loro 
valori assoluti f^{x) e ^^(a:), basta verificare che queste sono atte 
alla integrazione negli intorni dei punti d'infinito di f{x) o di 
^(x) respettivainente. 

Merita poi di essere notato che il teorema del paragrafo 
precedente sxdla integrabilità del prodotto f{xyf{x) continua a 
sussistere anche quando la condizione d'integrabilità delle funzioni 
fi{x) ^i(x) dei valori assoluti di f{x) e ^{x) in alcuni punti 
d'infinito ^f , ò^ , . . . , a» non ,<) soddisfatta o si è incerti, purché 
però questi punti speciali «j , a^ , . . . , a^ siano in numero finito, 
e in quelli dei loro intorni, a destra o a sinistra, nei quali la 
indicata circostanza si presenta (quando questi intorni siano ridotti 
sufficientemente piccoli) la funzione corrispondente f{x) o ^(x) non 
abbia altri infiniti che quello che cade nel punto singolare, e 
V altra funziona, non faccia oscillazioni o almeno le venga a perdere 
tutte togliendovi o aggiungendovi una conveniente funzione di pri- 
mo grado (§. 134). 

Supponiamo infatti che a sia uno dei punti a^, aj, . . . ^ a,M, 
e che per esso la indicata particolarità si presenti per la funzione 
f^(x) in uno o in tutti e due gli intomi a destra o a sinistra di a, 
p. es. nell'intorno a destra (a, a-f-s). 

Allora, per e e 8 suflBcientemente piccoli (8<C£)i si avrà in 

valore assoluto / f{x)dx<Co, essendo a un numero dato positivo 

e arbitrariamente piccolo; quindi, se per e sufficientemente piccolo 
la funzione ^{x) fra a e a+e non farà oscillazioni, pel teorema 

del §. 207 si avrà, pure in valore assoluto: / f{^)^(x)dx<^2's^Q^ 

^a+S 
essendo Yo il limite superiore dei valori assoluti di y (j?) fra a e 
a+s; e perciò il prodotto f{x)f{x) sarà atto alla integrazione 
anche nell'intorno a destra di a. 

Se poi, per quanto piccolo, si prenda e, rf{x) fa un numero 
infinito di oscillazioni fra a e a-\-t, ma, almeno quando e è ridotto 
sufficientemente piccolo, essa le viene a perdere tutte aggiungen- 



— 314 — 

dovi una conveniente funzione di primo grado {Jur+v, allora in 
valore assoluto si avranno le diseguaglianze: 

essendo Yj e y^ i limiti superiori dei valori assoluti di fp(a:)-f-jJLa:-|-v 
e [xa?-}-v fra a e a-j-s; quindi, in valore assoluto, si avrà anche: 

' A-^)'f(*')^'^'<C2'3(Y^4-T2)i e il prodotto f{x)^(x) sarà ancora atto 
a- 



a+S 



alla integrazione nel? intomo a destra di a. 

Risultati simili si hanno per tutti gli intomi dei panti ^i^ 
«i 1 . . . » «m nei quali si presentano le indicate particolarità ; quin- 
di, poiché evidentemente si può intendere scomposto l'intervallo 
totale (a, J5) in un numero finito d'intervalli che comprendano i 
punti ^1 , aj, . . . , a^n e quei loro intorni nei quali si hanno le 
singolarità e non comprendano altri punti d'infinito di f(pp)^ o 
di y(x), e in un altro numero pure finito d' intervalli per ciascun 
dei quali sia pienamente applicabile il teorema del paragrafo pre- 
cedente, il teorema enunciato sopra resta ora evidentemente 
dimostrato. 

228. In particolare dunque si può ora afi'ermare che se rp{x) 
è una funzione che fra a e ^ è sempre finita e non fa oscillazioni 
ne fa soltanto tm numero finito, e fx) è un altra funzione che, 
quand'anche divenga infinita in un numero finito di punti fra 
CL e ^j è atta alla integrazione in questo intervallo {oi , p), anche la 
funzione prodotto A*^)rG^) ^^*'*^* ^'^^ ^''^ integrazione nello stesso 
intervallo; giacché per quanto si disse al §. 187. C", tale sarà 
pure anche la funzione y(^), e quindi saremo appunto nel caso 
considerato sopra. 

229. Servendosi ora dei teoremi dimostrati si estende anche il 

fU) 
teorema G."* del §. 190 relativo al quoziente —~ poiché si dimo- 
stra facilmente che: se f(x) e rp{x) sono due funzioni che fra a e p 
divengono infinite tutfal piti iti un gruppo finito o infinito di 
minti di prima specie, e la funzione f{x) è atta alla iìitegrazìone 



nfJl'inltrtiaììo (ii, p), mentre la funzione y(^-) (i pure alta alla 
integrazione nello stesso Mervallo, o anche soltanto in quelle por- 



zioni di esso nelle quali è finita; allora anche il loro quoziente 



¥.'■) 



sarà atto alla integrazione ndla stesso intervallo (a, p) tutte le 
volte che la funzione denominatore y(j) si mantiene setnpre discosta 
zero piii di una quatUità determinata )., e al tempo stesso la 
I funzione nainercAore ((r) negli intomi dei suoi punti d'infinito 
si niantiene atta alta integrazione anche riducendola ai suoi valori 
assoluti, se vi sono alcuni di questi punti a destra o a sinistra 
dei quali ciò non si verifica o è incerto, essi sono in numero finito 
e nei loro intorni coirispondenti a destra o a sinistra la funzione 
denominatore f{x) non fa oscillazioni, o almeno la sua funzione 
1 



alcune funzioni convenienti di primo grado. 



Sotto queste ipotesi 



nfatti 



i funzione -,— r sarà sempre 

finita fra a e p, e quinili negli iutomi dei punti nei quali y(j") è 
infìnita gli integrali definiti siogoluri corrispondenti della fun- 
zione -j— tenderanno evidentemente a zero coli' impiccolire degli 
stessi intorni, mentre, pel teorema 6.° del §. 190, negli intervalli 



grazione. Ne segue che la funzione -r—-, sarà evidentemente atta 

. nlla interazione in tutto l' intervallo (a, P) ; e quindi, osservando 
che se in un dato intervallo una funzione f(^) non tu oscillazioni, 



L Io stesso evidentemente accade della s 



izione inversa 



fcr 



i e tenendo conto delle ipotesi clie abbiamo poste in fine dell'enun- 
L ciato, pei teoremi dei paragrafi precedenti si conclude subito che 

ril prodotto delle funzioni f{x) e — r— è atto anch'esso all'ìutegra- 

eìouc ne] l'iiitiT vallo (o(, p); f qiu'sto dimostra evidentementf il 
teorema. 
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Farò notare che se la funzione denominatore f{jr) in nn 
grappo finito o infinito di punti di prima specie fosse uguale a 
zero, o almeno avvenisse che avvicinandosi indefinitamente agli 
stessi punti, prendesse valóri numericamente inferiori a qualunque 
quantità data il teorema ora dimostrato potrebbe continuare a 
sussistere, ma soltanto sotto certe condizioni ; e così p. es. esso 
sussisterebbe ancora quando si ponesse per condizione che questi 
punti fossero distinti da quelli d' infinito del numeratore f{pc\ e nei 

loro intorni la funzione —, - restasse atta alla integrazione anche 

riducendola ai suoi valori assoluti, ec. 

230. Valendosi ancora del teorema del §. 226 si vede subito 
che i risultati 17.% 18.** e 19.° del §. 190 continuano a sussistere 
in tutte le loro parti anche quando, tenute ferme tutte le altre 
condizioni, si ammette che la funzione ivi indicata con f(ir), pur 
restando atta alla integrazione nelP intervallo (a, p), possa diven- 
tare infinità fra a e ^ in punti costituenti un gnippo finito o 
infinito di prima specie, purché nel caso del risultato 17.° si ponga 
al tempo stesso come dato che anche la funzione ^\ix) dei valori 
assoluti di ^{pr) sia atta alla integrazione nelP intervallo (a, p); 
talché gli studj che avevamo detto di fare al §. 223 possono ora 
dirsi completi. 

231. Anche i risultati ottenuti ai §§. 191 e seg. fino al §. 203 
inclus. possono estendersi con poche modificazioni al caso in cui 
la funzione f{x) diviene infinita fra a e p in punti costituenti un 
gruppo finito o infinito di prima specie, e resta atta alla integra- 
zione nell'intervallo (a, p) . 

Si osservi infatti che anche in questo caso, se a? è un valore 



•/a 



qualunque compreso fra a e p (a e p incl.), l'integrale / f{x)dx 

•/a 

avrà sempre un valore determinato e finito, e sarà perciò una 

funzione di x sempre finita che potremo indicare con V{x)\ e 

se a: e x-\-h sono due punti qualunque fra a e p (a e p incl.) si 

avrà (§. 223) : 

rx rx-\-h 

F(.r+/0= / f{.r),Ix-\- / f{x),U , 



(31) 



n»+/o-t'w- 






■)<U. ; 



talché, osservando che, per A sufficientemente piccolo ìd valore 
assoluto, il secondo membro è il contributo dell' intomo {x, Jr-|-A) 
di ^, a destra o a ainiatra secoudocliè h è positivo o negativo 
(§. 222), e quindi ha per limite zero, si conclude subito die anche 
quandt) la funzione f{x) diviene infinita fra a e^ in punti costì- 
tmnti un gruppo finito o infinito di prima specie., restando però 
sempre atta alla integraaione ncU'inlervitllo (a, p), l'integrale 



f{a}dj; è ancora una funzione finita e continua di x per tutti 



^ 



i valori dì x fra a e ^ {ol e ^ inclus.) 

232. Oltre a ciò poi, siccome si ha la formala (31) come nel 
§. 101, s'intende subito che pei punti .v <:he non sono punti 
d' infinito di f{x), rispetto alle derivate a destra o a sinistra si 
verificheranno quelle particolarità stesse che indicammo al §. 191 
pel caso che la funzione fosse sempre finita fra a e ^ : e lo stesso 
accadrà anche per le derivate a deatra o per le derivate a sinistra 
nei punti x d'infinito di f(x), quando questi punti non figurino 
come tali negli intorni dì a; a destra o a sinistra respettivamente. 
Se poi j; è un punto d' infinito di f{3^) che figura come tale 
rispetto a tutti e due i suoi intorni a destra o a sinistra, o anche 
soltanto rispetto a uno (x, x-\-h) dì questi intorni, p.es. quello 
a destra, allora, ammesso che i valori di f(x) nel punto x a destra 
siano continui, o abbiano soltanto nna discontinuità ordinaria 
(§. 148. 2.°), per modo cioè che si abbia Yìmf{x-{-h} = -\-rKi o 

= — 00 , p. es. = -f- °° t Sii''* facile vedere che la derivata rf, 
della funzione V{x) presa nel punto x a destra sarà appunto +*^ - 
In questo caso infatti, quando k è positivo e sufficientemente 
piccolo, i valori di f(x) nei punti x' compresi fra x e x+h {x esci.) 
finiranno per essere sempre positivi e ma^iori di quel numero 
che più ci piace A, e quindi per h' abbastanza piccolo, positivo o 
negativo, si avrà sempre dalla (31): 
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F(.r'+A') - F(.^-') 



>A, 



talché eviilentemente gli estremi oscillatorii destri e sinistri di 
V{x) nei punti x' dell' intervallo (j-, ar-f-A) coiravvicinarsi inde- 
finitanieute di x' a x avranno tutti per limite -j- o^ i e perciò 
sarà (§. 149. 4."): 

hm-> ' -~^ = e7^=-fQo=/-(jr+0), 

come appunto avevamo enunciato. 

Risultati analoghi si hanno nel ciuso che le indicate parti- 
colarità si verifichino per gli intorni di or a sinistra; quindi si 
estendono così al caso attuale i risultati del §. 192, e si può ora 
evidentemente atlerniare che quand'anche f{x) divenga infinita 
in punti fra a e ^ costituenti un gruppo finito o infinito di prima 
specie, restando però atta alla integrazione nell'intervallo (a, p), 



•/a 



l'integrale / f{x)dx ammetterà la derivata ordinaria (finita però 
•/a 

o infinita e determinata di segno) nei punti nei quali f{x) è con- 
tinua e in quelli nei quali ha soltanto discontinuità di quelle 
che possono togliersi cambiando il valore della funzione nel punto 
corrispondente, e questa derivata sarà uguale respettivamente a 
f{x) o al valore comune delle quantità f\x-\-0) e /\iz;— 0); e nei 
punti invece nei quali la funzione f{x) ha altre discontinuità, 
essendo sempre finita o infinita, le derivate a destra e a sinistra 

XX 
f\x)dx esisteranno e avranno per valori f(x-]-0) 

o f(x — 0) respettivamente tutte le volte che queste quantità 
abbiano un valore determinato finito o infinito; mentre se una 
o tutte e due queste quantità non avranno significato o in altri 
termini se da una o da tutte e due le parti di x la funzione fx) 
avrà una discontinuità di seconda specie, la derivata dell'inte- 
grale presa nel punto x dalla parte corrispondente potrà non 
esistere affatto. 

E osservando che quand'anche f(x) divenga infinita fra a e ? 
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in un grappo infinito di punti di prima specie, in qualunque 
porzione dell' intervallo (a, p) esisteranno sempre altri intervalli 
di ampiezza finita nei quali essa è sempre finita (§. 14), per 
quanto ora si è detto, o anche per ciò che dicemmo al §. 102, si 

può asserire che l'integrale / f{x)dx sarà sempre una funzione 

finita e continua che in infiniti punti di qualsiasi porzione del- 
l' intervallo (a, p) avrà la sua derivata ordinaria determinata e 
finita; e per il teorema del §. 14, in ogni porzione del medesimo 
intervallo esisteranno sempre altri intervalli nei quali l'integrale 
stesso è una funzione di prima specie (§. 134), vale a dire è una 
funzione che non ha infiniti massimi e minimi, o almeno li viene 
a perdere tutti togliendovi o aggiungendovi una funzione conve- 
niente di primo grado. 

233. Anche nel caso attuale, se la funzione f(x) è atta alla 
integrazione fra a e |B, e a^ è un numero qualunque compreso ivi 
questo intervallo, per tutti i valori di ir fra a e p (a e p incl.) il 

valore dell'integrale / f(x)dx il cui limite inferiore è in a^ si 

otterrà sempre dalla stessa funzione F(a?) che rappresenta l'iute- 

graie / f{y)dx^ aggiungendovi una costante conveniente che non 

sarà altro che — ^{«1). 

Inversamente poi se f{x) è una funzione che fra a e p diviene 
infinita soltanto in punti costituenti un gruppo finito infinito di 
prima specie, e negli intervalli nei quali è finita è atta alla inte- 
grazione; e al tempo stesso ^{x) è un* altra fuìizione che è seìnpre 
finita e continua nell'intervallo (a, p) e che, alV infuori di una 
costante — ^(a^) dipendente soltanto dal numero a^ , dà il valore 



Ui f% 

^a 



degli integrali definiti I f{x)dxper tutti quei valori di x e dia pei 

^a 

quali V intervallo (a, x) non viene a comprendere punti d'infinito 
di f{x)^ allora la funzione data f{x) sarà atta alla integrazioìxe 
in tutto V intervallo (a, p) e la formala : 
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(32) \ mdx=ff{x)-f[c); 

sussiderà per ttUtl i valoH di e e di x fra a e p (a e p incL). 

Incominciamo infatti a supporre che la funzione f{x) divenga 
infinita soltanto in un numero finito di punti fra a e p, e siano 
questi punti a^ , a^ , . . . am . 

Allora, supponendo p. es. '^<j^x<j^<i» . . <C^<CPi © indi- 
cando con e^ , s'i 1 £j ) e'a , . . . numeri positivi e arbitrariamente 
piccoli, per x compreso fra at e a^+i , per modo che sia (*.t<ix<Ou^i , 
si avranno le eguaglianze : 



?(«i— Si) — T(a)= / f(pc)d^ , 
T(«i~e2)-"?(«i+s'i)= / f{^)dx , 

rx 



e facendo tendere a zero tutte le quantità e e e', i primi membri 
di queste eguaglianze avranno tutte limiti determinati e finiti 
perchè ^{x) è continua anche nei punti a| , o^ , . . . , am ; talché 
sommandole si troverà che f{x) è atta alla integrazione anche 
nell'intervallo (a, x)^ e si ha la formola: 



Se poi X è uno dei punti a^ , o^, . . . , am, p. es. «/«.i , allora 
r ultima delle eguaglianze precedenti si trasforma nella seguente: 

9(a;— £<+,)— :p(a<+ e'/). = 1 f{x)dx, 

che unita alle altre conduce ancora alle stesse conclusioni; qaindi, 
poiché agli stessi risultati si giunge pure quando si suppone che x 
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aia compreso fra a e a, o fra a« e p, e anche se uno o tutti e due 
gli estremi a e p sono punti d'iafioito di f{x), si può intanto 
asserire che f(x) aarii atta alta integrazione in tutto l'intervallo 
(a, p), e si avrà la formola: 



<f(x)—lf{!l): 



. e |3 inclus. 
ila x^c, si 

•/a 



per tutti i valori di x fra a e p (a e |3 inclus.) 

Facendo poi in questa formola x^c, si ottiene l'altra: 



I 



che sottratta dalla precedente conduce appunto alla formola (32); 
quindi la proprietà enunciata sopra resta cosi dimostrata pel caso 
che f{j:) fra a e p divenga infinita soltanto in un numero finito di 
punti; talché per dimostrare che essa sussiste in generale basterà 
ora al solito far vedere che, ammettendola giusta nel caso che f(T) 
divenga infinita fra a e ^ in punti costituenti gruppi di ordine 
uguale o inferiore a v-1, essa sarà giusta anche nel caso che f\x) 
divenga infinita nei punti di un gruppo di ordine v. 

Ora, ammettendo appunto che la proprietà enunciata sopra 
aia stata riconosciuta giusta pel caso dei gruppi di ordine uguale 
o inferiore a v — 1, e supponendo che f\x) divenga infinita in un 
gruppo di punti di ordine v pel quale a, , o^', . . . , «m sono i punti 
del gruppo derivato V, si intende subito che si avranno ancora le 
formole scritte sopra e tutti i risultati precedenti, giacché anche 
b1 successivo impiccolirsi delle e, , s', , Ej, e'j , . . . , negli inter- 
Tfttli (a, a, — E,), {a|-f-6), Oj — tj) , . . . verranno sempre a cadere 
soltanto punti di gruppi dell'ordine v — 1 al più; quindi la pro- 
prietil enunciata sopra può dirsi ora completamente dimostrata. 
234. Il teorema dimostrato ha una particolare importanza, 
iaquantochè evidentemente se f{x) è una funzione che fra a e p 
diviene in6nita in punti costituenti un gruppo finito o infinito 
di prima specie, e in tutti gli intervalli nei quali è finita è atta 
alla integrazione, il teorema stesao ci dà un mezzo per riconoscere 
la funzione f(:c) è atta alla integrazione nell'intiero intervallo 
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(a, P); giacché per questo basterà assicurarsi della esistenza di 
una funzione (p{x) finita e continua in tutto V intervallo (oc, p) e 
dotata della proprietà che per tutti gli intervalli (a, ce) nei quali 



a)= / f{x)dx. 
^a 



f(x) è finita si abbia sempre ^(x) -^a)= / f{x)dx. Oltre a ciò poi 

^a 

quando questa funzione ^{x) esìsta, la conoscenza di essa ci darà 

modo di calcolare P integrale anche fra due limiti qualunque e 

ed X deir intervallo (a, ^), poiché per qualunque intervallo (e, x) 

si avrà sempre: 



rx 
ff{x) — 9(c)= / f{x)dx . 

Jn 



Lo stesso teorema inoltre permette in certi casi di ricono- 
scere se una funzione f(x) abbia delle discontinuità f ra a e ^ o 
divenga infinita; poiché, se p.es. si saprà che la funzione data 
f{x) é atta alla integrazione in tutti gli intervalli nei quali è 
finita senza esserlo nelP intiero intervallo (a, P), e al tempo stesso 
in tutti questi intervalli (a , x) nei quali /{x) è finita la funzione 






^x) ci darà l' integrale / f{x)clx all' infuori della costante — f (a), 

allora si potrà immediatamente concludere che questa funzione 
f{x) é infinita o discontinua in tutti o in alcuni dei punti fra a 
e p nei quali f{x) diviene infinita. 

235. Giova però notare esplicitamente, per quanto possa ap- 
parire superfiuo, che l'inversa delPultima proprietà dimostrata 
può in certi casi non aver luogo; e dal fatto che si sia trovata 
una funzione (p(x) che è discontinua nei punti d' infinito di f{x) 
e che negli intervalli (a, x) nei quali f{x) è finita è invece con- 
tinua e ci dà sempre : 

f{x) — f{a)= fix)dx, 

Ja 

non si può concludere che f(x) non sia atta alla integrazione fra 
a e p; potendo avvenire che la funzione discontinua ^{x) pro- 
venga dalla funzione finita e continua che rappresenta P integrali 



r« 



f{x)dx per avervi aggiunto in alcuni degli intervalli nei quali 



f{x) è finita una certa costante, e in altri altre costanti. 

Però "se f(x) avrà soltanto un numero finito di discontinuità 
che saranno tutte di seconda specie, e saranno in punti a,, 
Of, ...,%, fra a e {3 nei quali f{x) è infinita, e in tutti gli inter- 
tervallì (o, b) nei quali essa è continua ci darà il valore del- 

l'integrale corrispondente / f(x)dx, allora si potrà asserire che 

■ f{x) non è atta alla integrazione negli intomi dei punti a, , 
Oj,... a», e qaindi non è atta alla integrazione nell'intiero 
intervallo (a, 3); . giacché, a destra p. es. del punto a„ si avrà: 



(33) 



:«,+.)-to 



.,+5)= / «r)ir , 
■/o.+J 



e 86 <f{x) a destra di «i avrà una discontinuità di seconda specie, 

/•«,+« 
l'iotegrale definito singolare / f{x)dx non avrà per limite zero. 

'^ 

E può aggiungersi anche che ' quando f{x) è atta alla inte- 

' grazione in tutti gli intervalli fra a e (3 nei quali è finita, una 
" discontinuità di seconda specie a deatra di un punto a, in una 

■ funzione ^(x) che serve pel calcolo degli integrali definiti estesi 
' a ogni intervallo a destra di a, che non comprende il punto a,, 
* non potrà aversi altro che nel caso che a, sia un punto d'infi- 

■ nito di f[x) , ; giacché altrimenti la formola (33) ci darebbe 
^ai-^-a) — !p(a,-[-5)=9(s — 5), essendo 9 una quantità i 
mente inferiore a un numero finito, e quindi ^(a:) t 
la supposta discontinuità di seconda specie nel punto a, a destra. 

Questa osservazione completa il teorema ultimo del §.74. 
236. Oltre a ciò poi il teorema del §. 233 conduce subito alla 
generalizzazione dei risultati ottenuti nei §§, 194 e 196, 

Supponiamo infatti che /(x) sia una funzione di a- che nel- 
r intervallo (a, p) è sempre finita o diviene infinita soltanto in 
nn gruppo di punti G di prima specie, e esclusi tutt'al piti anche 
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i punti di un secondo gruppo G| pure di prima specie, da una 
stessa parte degli altri punti p. es. a destra è sempre continua o ha 
soltanto discontinuità ordinarie; e supponiamo inoltre che f(x) 
sia una funzione di x finita e continua &a a e P e tale che esclusi 
tutt^al più i punti dei gruppi G e G| e quelli di un altro gruppo 
Gj pure di prima specie nei quali è incerto, in tutti gli altri abbia 
la sua derivata a destra dg uguale a f{x) o a f^X'\-0) secondochè 
in questi pùnti a destra f{x) è continua o discontinua. 

Allora la funzione f{x) sarà atta alla integrazione in tutti 
gli intervalli nei quali è finita (§. 187. 4.**), e in questi intervalli 
(a, x) si avrà anche (§. 194): 

?(^)— 9(«)=/ f{^)d^; 

quindi pel teorema del §. 233, la funzione f(x) sarà atta alla 
integrazione anche nelP intiero intervallo (a, |B), e per tutti i 
punti e e X compresi in questo intervallo (a e p incl.) si avrà: 

?(«) - 9{c) = / f{x)dx ; 

Jc 

talché anche in questo caso si può evidentemente asserire che 
per le funzioni f{x) che fra a e |B sono sempre finite o divengono 
infinite soltanto in un gruppo di punti di prima specie, e che 
fuori di questi punti sono continue totalmente o soltanto gene- 
ralmente, sono funzioni punteggiate discontinue che, se hanno 
discontinuità di seconda specie, fatta tutt^al più eccezione pei 
punti di un gruppo G di prima specie, le hanno soltanto da una 
stessa parte (destra o sinistra) dei punti corrispondenti, il calcolo 
degli integrali definiti fra a e ^ potrà farsi coi metodi stessi che 
si danno negli ordinarii trattati di calcolo integrale per le funzioni 
sempre finite, estesi soltanto questi metodi come si disse al §. 194 
in modo da renderli applicabili a tutte le funzioni ora indicate, 
e supposto che la funzione ^(x) che secondo i metodi stessi 
deve servire al calcolo degli integrali sia sempre finita e continua 
fra a e |B. 

È poi da notare che per ogni funzione f{x) che negli inter- 
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valli nei quali è finita soddisfa alle condizioni indicate sopra, la 
condizione di essere atta alla integrazione anche negli intorni dei 
suoi punti d^ infinito fra a e p trovasi sempre soddisfatta quando 
la funzione f{x) cui conducono i metodi ordinarii del calcolo 
integrale sia finita e continua fra a e ^; e evidentemente in alcuni 
casi questa osservazione potrà anche servire a assicurarci che 
una data funzione f{x) è atta alla integrazione fra a e p. 

Così p. es. quando sia data da integrare la funzione 

1 
cos- 3 U 11 
^ — 75 sen' — che diviene infinita nei punti 0, ± -, ± ^7- , 

a?8en'- 

± ^ , . . . che costituiscono un gruppo di prima specie e pei quali 

il punto è un punto-limite, si concluderà subito che essa è atta 

alla integrazione in qualunque intervallo finito, anche che questo 

intervallo comprenda il punto zero, giacché i metodi ordinarii 

del calcolo integrale mostrano che negli intervalli (a , x) nai quali 

la indicata funzione è finita il suo integrale differisce soltanto 

per una quantità costante dalla fanzione finita e continua che 

3 11 

per X diverso da zero è uguale a — ^rrsen'- e per x=0 è zero. 

Conseguentemente anche la funzione 

1 1 1 

cos— cos cos- 

pr, come l'altra — = 1 — r ove a è una 

arsen'— (x — aìsen* a:sen'~ 

X ^ ^ X — a X 

costante qualunque, sono atte alla integrazione in qualunque 

intervallo finito, ec . . . 

Al solito però il trovare delle discontinuità in una funzione 

(p{x) che secondo i metodi ordinarii del calcolo integrale valesse 

a darci gV integrali definiti per una funzione f{z) (come quella 

considerata sopra) in tutti gli intervalli nei quali questa funzione 

f(x) è finita, non può inversamente portare alla conclusione che 

f{x) non sia atta alla integrazione nel!' intiero intervallo (a , P), 

a meno che le discontinuità di f(x) non siano tutte di seconda 
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specie almeno da nna parte dei punti corrispondenti, e siano in 
numero finito (paragr. preced,). 

237. Supponiamo ora che F(-r) aia una funzione Gnita e ce 
tinua nell'intervallo {a, p), e la sua derivata di presa p. es. 
destra di ogni punto j; fra a e p (p esci.) sia sempre determinata 
e finita o divenga infinita soltanto in un gruppo dì punti G di 
prima specie {*), e negli altri punti sia sempre continua o abbia 
tutt'al più delle discontinuità ordinarie (le cjuali allora §. 149 
verranno ad essere soltanto a sinistra dei punti corrispondenti); 
o anche se questa derivata di ha de!le indeterminazioni le abbia 
soltanto in un gruppo di punti G, pure dì prima specie, come se 
ha delle discontinuità di seconda specie, fatta allora tutt'al piti 
eccezione per un gruppo di punti pure di prima specie Gj, le 
abbia soltanto da una stessa parte dei punti corrispondenti. 

Allora, attribuendo a (/, valori qualunque anche nei punti 
d'indeterminazione, si formerà una funzione che per quanto si è 
detto nel paragrafo precedente sarà atta alla integrazione nell'in- 
tiero intervallo (a , p), e si avrà: 



FW-F(a) 



.fi 

•'a 



rf^.c 



per tutti i valori dÌ3;fraaep(aep incl.): talché anche Ìb 
questi casi colla integrazione della derivata d^ dì F(x) presa a 
destra dei punti x che cadono fra a e p (p esci.) si riproduce la 
funzione primitiva F(x) all'infuori di una costante, e t'ìntegra- 
zione si presenta allora come una operazione inversa della deri- 
vazione. 

In particolare dunque ricordando il teorema del §. 162, si 
pub ora asserire che; se F(x) è una funzione finita e continua die 
fra ae^ non ha infiniti massimi e minimi e neppure li acquitkt 

(*) S'intendo eh» fra i panti d'infliiiU di d, noi dobbl&mo un iudaden « 
qQillK nei quali STTinae soltanto cbe in alcuni punti di 0{CDÌ loro intorno cornai 
piTColo a dostra o a siniatra d, prenda valori numerica! 
quantità data, pure CEncndo Unita o non eaietendo nel p 
per es. pel (ponto x—0 quando la funzione P(x) ò qnalla cha par x 



.e DiiggiDrl dì qualunqM 









e per b=0 è uro. 
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iofflimdmi (o aggiuntftndovi) le funzioni di primo grado [ix-j-v; o 
anche se fra le infinite funzióni 9(x)=f{j:) — {j-c — v che così si 
ottengono {la F{x) incl.) per otfni punto x fra i e ^ ne esiste lutt'al 
pili una che in ogni intorno di x^ a destra abbia un numero infi- 
nito di massimi e minimi, e lo stesso accade per gli intomi di r^ 
a sinistra, allora se l'intervallo (i, p) ^ uno di ^teìli nei quali le 
witrivaie di F{x) prese a destra e a sinistra sono sempre finite o 
f^iitengono infinite soltanto in punti costituenti un gruppo finito o 
^mfinUo di prima specie, queste derivate d^ e d'^ saranno atte alla 
integrazione fra a e^, e integrate fra a e x riprodurranno sempre 
I funzione primitiva P(x) aWinfuori di una costante F(a), per 
lodo cioè che si avrà: 



¥(x). 



d^= I d^x . 



238. Questi risultati sono eviiìentcmente la completa esten- 
-«one di quelli dei §§. 194, 195 e 106 ottenuta così appoggiandosi 
risultati stessi e sul teorema del §.218. Come ai disse 
poi al §§. 197, relativamente allora ai risultati degli indicati 
paragrafi, si può ora affermare che anche i risultati attuali pos- 
Bono cessare di essere esatti quando le condizioni che per essi 
Abbiamo poste non siano tutte soddisfatte. 
' Similmente i teoremi dei §§. 197, 198, 199, relativi agli 
integrali degli estremi oscillatorii, delle derivate a destra o a 
BÌnistra, o delle oscillazioni derivatorie di una funzione finita e con- 
tinua, si estendono al caso iu cui, senza richiedere che queste 
quantità si mantengano sempre finite, si ammette che possano 
anche divenire infinite in un gruppo di pimti di prima specie. — 
Queste estensioni si fanno con tutta facilità appoggiandosi sui teo- 
istessi da estendersi e su quello del g. 233, e si trova cosi che; 
Se pei valori di x fra a e p (a e p incl.) una funzione finita 
e continua F{x) rappresenta all'it^uori di una costante l'inte- 
grale di un altra funzione f{x) cJie, pure divenendo infinita in 
un gruppo finito o infinito di punti di prima specie fra a e p, resta 
atta alla integrazione in questo intervallo, allora gli estremi oscìl- 
dei rapporti incrementali della funzione integrale F{x) 



Quei 
^Ltemi 

K^e co 
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saranno atti essi pure alla integrazione, e non potranno differire 
dalla funzione f{x) altro che per una funzione d'integrale nullo. 

2." ae per una funzione F(i) ch^ t finita e coìainua in tutto an 
intervallo (a , p) uno degli estremi oscillatorii dei suoi rapporti 
incrementali diviene infinita in un gruppo finito o infinito di putUÌ 
di prima specie, ma in tutti gii intei-valU nei quali è finito è atta 
alla integrazione, allora si esso che gli altri estremi oscillatcrH 
risulteranno atti all'integrazione nelVintiero intervallo (a, p), « 
integrati riprodurranno ìa funzione data ¥{x) all'infuori di una 
costante. 

239. Quando una funzione f(x) diviene infinita &a a e p in 
punti costituenti un gruppo finito o infinito di prima specie, e 
negli intervalli nei quali è finita è atta alta integrazione, per 
riconoscere se essa sia tale anche nell'intiero intervallo (n, p), 
basterà ricorrere alla definizione o ai criteri che risultano dalle 
considerazioni precedenti. In molti casi però quando il numero 
dei punti nei qnali f(.v) diviene infinita fra et e fi è finito, per 
decidere la questione sarà assai più comodo fare uso del teorema 
seguente, che spesso è di una applicazione assai facile: se fra a. e^ 
la funzione f\r) diviene infinita soltanto per a:=^^, e fra a e p — e, 
essendo a<p, per quanto piccolo si prenda il nume>-o positivo s, 






è sempre finita e atta alla integrazione, l'integrale j f(x)dx8arà 

determinato e finito tutte le volte che f(x) per x^ (a sinistra) 
diviene infinita di ordine inferiore o uguale o anche soltanto non 
fmggiore (§. 21) di gueUo di una qualunque delle funzioni: 



ove y. è una quantità determinata differente da zero e positira (che 
nella prìtna funzione può sttpporsi inferiore a uno perdiè (dtri- 
menti f(x) sarebbe finita anche per x=^) ; e lo stesso integrate 
sarà invece infinito tutte le volle che, coW avvicinarsi indefinita- 
mente di X a^ dalla parte sinistra, la funzione finisce per con' 
servare sempre lo stesso segno, e per «=p diviene infinita di ordine 



— 329 — 

superiore o uguale o soUanta non minore di quello di una détte 
funzioni: 

(^A\ J_ 1 1 ._ 

^^^^ ^-x' (p-x)log(p-a?) ' (p-a;)log(p-a?)log«(p-.x) ' ' " ' 

intendendo, per semplicità, che nel calcolo successivo dei loga- 
ritmi che qui compariscono, quando sono negativi, si prendano 
sempre i loro valori assoluti, per modo p. es. che quando lo^-x) 
è negativo, la quantità log*(p — x) rappresenti log | — log(p— a?) } 

Incominciamo dal dimostrare la prima parte del teorema 
enunciato, e per questo osserviamo che, per le ipotesi relative a 
questo caso, si potrà trovare (§. 27) un numero positivo e tal- 
mente piccolo che una almeno delle quantità: 

fix) (p-a;)log(p-a;) 1 log«(p-a;) ! *^^ , • . . 

pei valori di x fra p — s e p (p esci.) resti sempre numericamente 
inferiore a una quantità finita e positiva e. 

Si dedurrà subito da ciò che V integrale definito singolare 

1-8 

f{x)dx (0<CS<^6) sarà numericamente inferiore a una delle 

quantità : 

»P^8 /.p-S 

dx 






/p-o /.p-o 



•) ! log(P-«) ! '*-^ ' 

,p-8 

dx 



1 ^^-'' 



■x)log(p-a!) nog»(P-a;) j **;*'•• • 

'p-s 



le quali sono respetti vamente uguali alle altre: 
U^-n ^{(loge^f'-aogS)-? }, f l(log«e)-;'-(V.8)-J'} ... . 
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rP-8 

lim/ f{x)dx=ù 
8=0-' 3- e 



qaindi evidentemente siaviÀ lim / f{x)dx=0 per ogni Talon 

di 8 inferiore a t ; e questo dimostra appunto la prima parte del 
teorema. 

Per dimostrare ora anche la seconda parte, si osservi che 
se 6 è un numero già sufficientemente piccolo, fra a e p~6 esisterà 
un numero y dotato della proprietà che per tutti i valori di x fra 
Y e p (p al più esci.) la funzione f(x) conservi sempre Io stesso 
segno, e oltre a ciò sia tale che una almeno delle quantità: 

fìx) (p-«) , f(x){^-x)\og{^-x) , f{x) (p_a:)log«(p-«) .... 

in valore assoluto sia sempre superiore a un numero diverso da 
zero e positivo e. 

Osservando poi che si ha : 

/ f{x)dx= / f(x)dx+ / f{x)dx, 
Jt. Jfi J^ 

si vede che per avere il limite delP integrale / f{x)dx basterà 

trovare quello dell* integrale / f{x)dx\ quindi, poiché per quanto 

ora abbiamo detto, quest'ultimo integrale sarà numericamente 
maggiore di una delle quantità: 

/p— 8 ^p— e ^^P— e 
dx I dx I dx 

p_a.' y (p<x)log(p-a:)' ' ; (p-a:)log(P-a:)log«(p-x) ' 
T T T 

e queste sono respettivamente uguali alle altre: 

e { loge-log P-t) I , c I log2e-log«(p- y) } , c | log»6- log»(Hr) | » • • • 

che crescono indefinitamente al successivo impiccolirsi di e, si 

rp-e 
conclude subito che si avrà: lim / f{x)dx = ±oo ^ e con ciò 

•/a 

resta dimostrata anche la seconda parte del teorema enunciato. 



240. Farò notare che la prima parte di questo teorema sussi- 
ste anche quando f{x) diviene infinita fra a e p in un numero 
finito di punti, purché per ciascun punto siano verificate le con- 
dizioni poste nell'enunciato, perchè allora l'integrale dato pub 
evidentemente spezzarsi in un numero finito d' integrali per cia- 
scuno dei quali la funzione divenga infinita soltanto a uno dei 
limiti. La seconda parte poi sussiste essa pure quando f{,^) fra 
a e p diviene infinita in un numero finito di punti, purché per 
alcuni di questi punti, oltre a essere soddisfatte le condizioni del 
teorema, il segno della funzione sia lo stesso in intorni abbastanza 
piccoli degli stessi punti, e negli intorni degli altri punti d'infi- 
nito pei quali queste condizioni non sono soddisfatte la funzione 
sia atta alla integrazione. 

Oltre a ciò si può osservare che dalla dimostrazione stessa 
che abbiamo fatta apparisce che la seconda parte del teorema 
enunciato sopra continua a sussistere quando f{x) nel punto p 
soddisfa ancora alle condizioni poste in fine dell'enunciato stesso, 
ma diviene infinita Ìu infiniti punti p, , p^ , . , . , p„ , . . posti ne- 
gl' intornì dì p a sinistra per modo che |3 sia un loro punto -limite ; 
e ciò tanto nel caso che negli intorni dì ciascuno dì questi punti 
la funzione si mantenga atta alla integrazione quanto anche evi- 
dentemente nel caso in cui questo non accada. 

241. Infine farò notare che, come risulta dalla dimostrazione 
stessa della seconda parte del teorema precedente, se la funzione 
f(x) cangierà continuamente di segno col tendere di a; a p (a aini- 

- etra), quand'anche essa divenga ancora infinita di ordine uguale, 
Riperiore o anche soltanto non minore di quello di una delle 

(34), l'integrale / f{3:)dx potrà non essere piCi infinito; 

f lo stesso potrà pure accadere quando la funzione f{x) col ten- 
l.dere di ;r a p prende anche valori numericamente maggiori dì 
qualsiasi numero dato ma è in uno di quei casi considerati in fine 
del g. 29 in cui il suo ordine d'infinito non può paragonarsi con 
quello di nessuna delle funzioni (34), per quanto limitandosi a 
considerarla soltanto par un gruppo conveniente di valori (di- 
screti) dì X dei quali p sia un punto-lìmite, essa possa allora 
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ng^oardarsi come una quantità che col tendere di questi yalorì x 
a p diriene infinita di ordine superiore o uguale a quello di alcune 
o di tutte le quantità (34). Questa circostanza infatti si presenta 



/b \ ^b 1 

sen- / / 1 co8-\ . 
— I^cto, / (sen-— 2 — -]^, dei 



4^ 

' 

quali il primo non può considerarsi come infinito ma soltanto 
come indeterminato, poiché esso risulterebbe dal limite della 

quantità cos-r- — cos - per e=0; e il secondo ha evidentemente 

un valore determinato e finito che è 2v/ftsenr- . 

242. Finora abbiamo considerato le funzioni f{o^ soltanto in 
intervalli (a, p) di ampiezza finita. Ora supporremo che una fun- 
zione f{p^ sia data in intervalli di ampiezza infinita (cioè anche 
per valori di x maggiori di qualunque numero dato), e considere- 
remo anche gli integrali di queste funzioni in questi intervalli. 

Incomincieremo perciò col dire che quando /*(.r) è una fun- 
zione atta alla integrazione in ogni porzione finita ma grande 
quanto si vuole delP intervallo in cui si considera (ammesso anche 
che /(x) in queste porzioni possa divenire infinita in punti costi- 
tuenti un gruppo sempre finito o infinito di prima specie), per 

f{x)dx o dell'altro / f{x)dXy ove 

a è finito, s'intende il limite dell'integrale / f\x)dXy o dell'altro 

/ f(x)dXy per p crescente indefinitamente per valori positivi; e 
•/— p /•oc 

per valore dell'integrale definito / f{x)dx s'intende il limite del- 

J—CD 



»M- 



l'integrale / f{x)d^ per a e p crescenti indefiinitamente per valori 

positivi e indipendentemente l'uno dall'altro; e facendo le solite 
distinzioni pei casi in cui questi limiti sono determinati e finiti, 
o sono infiniti, o sono indeterminati, sì dice che una funzione f{x) 
è atta alla integrazUme definita fraaeoo, ofraae — oo ofra 
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— 00 e 00 soltanto nel caso in cui V integrale corrispondente 

XOO /•— 00 /«QO 

f(x)dx , 1 f{x)dx , / f(x)dx ha un valore determinato e finito. 

243. Aggiungiamo che, seguendo il Gauchy, si chiama vàlort 



1 f{x)dx il limite dell* integrale / f{ 
J— 00 •/— a 



principale dell'integrale / f{x)dx il limite dell* integrale / f{x)dx 

J— 00 •/— a 

per a crescente indefinitamente per valori positivi; e osserviamo 

che, con questa denominazione, si può dire che quand'anche 
/•oc 

r integrale / f(x)dx non sia determinato (finito o infinito), il suo 

J—ao 

valore principale però potrà esserlo; e quando l'integrale 
/ f{x)dx sia determinato, il suo valore coinciderà sempre col 

•/— 00 

valore principale. 

Ricordando poi che Gauchy chiamava integrali definiti sin- 

/•oo /•oc >*00 

golari per gli integrali / f(x)dx , / f{x)dx^ 1 f{x)dx^ l'uno o 

•/— 00 •^OL •/— 00 



l'altro tutti e due crii intecrrali I f(x)dx . f f(x)dx , ove ti. e v 



gli integrali I f{x)dx , I f{x)dx , ove \i 



sono numeri positivi qualunque, e e è pure positivo e arbitraria- 
mente piccolo, osserveremo che conviene ora modificare il con- 
cetto di Gauchy; e chiameremo invece integrali definiti singolari 

r-p rP+T 

gli integrali / f{x)dx , / f{x)dx , ove ^ è positivo e arbitraria- 

mente grande, e y è un altro numero positivo qualunque; talché 
con questa definizione, in forza del teorema del §. 23, si potrà 
evidentemente asserire che affinchè una funzioìie f{x) sia atta aUa 
ifUegraziofie definita in un intervallo di ampiezza infinita (a, oo ), 
o ( — 00 , a), ( — 00 , 00 ) è necessario e sufficiente che essa sia 
atta alla integrazione in qualunque porzione finita ma grande 
quanto ai vuole dello stesso intervallo, e che gli integrali definiti 
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'P+T 
singolari corrispondenti 1 f{x)dx , / f{x)dx abbiano per limili 



i f{x)dx,h 



zero per p=-f-oo, qualunque sia y purché positivo. 

Inoltre, per T analogia che si ha colle serie, chiameremo resto 

/•OO /«OO 

delV integrale 1 f(x)dx il valore dell' integrale / f(x)dx per p po- 

Ja ^P 

sitivo e grande quanto si vuole; e similmente chiameremo resto 

fa /--p ^ 

delVintegrale J f{x)dx il valore dell' integrale / f{x)dx per^ an- 

•/— 00 •/ — 00 

Cora positivo e grande quanto si vuole; e nel caso delP integrale 



/ f{x)dx considereremo separatamente i due resti / f(x)dx^ 

•/— 00 •' — 00 

J/»00 
' f{x)dx; talché evidentemente, introducendo ora nelle nostre 
p 

considerazioni i resti degli integrali, si potrà anche affermare 
che onde una funzione f{x) sia atta àUa integrazione in un inter- 
vallo di ampiezza infinita, è necessario e sufficiente che essa sia 
tale in qualunque porzione finita ma grande qtianto si vuole del» 

V intervallo stesso, e che i resti corrispondenti I f{x)dx ^ j f{x)dx 

J— 00 J^ 

abbiano per limite stero col crescere indefinito di p (per valori 
positivi). 

244. I risultati 1.» 2.» 4.» 9.» 10.° 11.° 12.° 13.° 14.° e 16.° 
del §. 190, che già al §. 223 dicemmo estendersi al caso delle fun- 
zioni che pur restando atte alla integrazione in un intervallo 
finito (a, p) divengono infinite fra a e p in punti costituenti un 
gruppo finito o infinito di prima specie, si estendono evidente- 
mente anche al caso in cui uno o tutti e due i limiti degli inte- 
grali sono infiniti, e le funzioni (finite o infinite) corrispondenti 
sono atte alla integrazione neir intervallo infinito nel quale si 
considerano. 

Alcuni poi degli altri risultati del §. 190 cessano qui pure di 



r 



sussistere o almeno soffrono delle eccezioni, e noi mostreremo ora 
in che cosa queste eccezioni consìstano, limitandoci però sempre 

d'ora innanzi a considerare gli integrali / f{x)dx nei quali il 

limite superiore è -|-ao e l'inferiore è una quantità finita a; 

gJBGohd gli integrali f f{x)dx nei quali i due limiti sono infiniti 

/•« r" 

possono ridursi aì due / f{x)d3i, j f{a!)dx, nei quali uno solo 

dei limiti è infinito, e il primo di questi si riduce ancora alla stessa 
forma del secondo riguardando per variabile — .t invece di x. 

245. Incominciando ora dall' occuparci del caso del prodotto 
di due più funzioni, p. es. di due, dimostreremo il seguente 
teorema che estende al caso degli intervalli d'integrazione infiniti 
il risultato ti." del §. 190 e quelli dei §§. 226 e 227. 

Se f\x) e f{a:) sono due funzioni di x in un intervallo di 
ampiezza infinita, p.es. da a. a +co , e restano sempre finite o 
divengono infinite in punti che in ogni intervallo di ampiezza finita 
compreso fra a e « costituiscono soltanto dei gruppi finiti o infi- 
niti di prima specie; e se al tempo stesso una almmo di queste 
funzioni, p. es. la flx), è atta alla integrazione fra aero, e il 
prodotto f{x)^{x) è atto esso pure alla integrazione in qualunque 
porzione finita (a, p) dell'intervallo (a, oo ); allora questo prodotto 
f{x)f(x) sarà atto alla integrazione anche fra a e oo qtéando sia 
■aoddisfatta l'una o l'altra delle condizioni seguenti: 

l," c/te almeno a partire da un certo valore finito x' di x in 
foi la funzione ^ (.e) si mantettga sempre numericamente inferiore 
« un numero finito, e la funzione f[a;) resti atta alla integrazione 
4a x' a oì anche riducendola ai suoi valori assoluti ft{x). 

2." che almetio a partire da un certo valore finito x' di x fino 
■à^infinito ambedue le funzioni f[x) e f(x) restino sempre numeri' 
'eamente inferiori a un numero finito, e la funzione <f{x) non faccia 
oscillazioni. 
Nel primo caso infatti, indicando con a un numero positivo 
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arbitrariamente piccolo, e con p uà numero qualunque superiore 
a un cerio numero maggiore di x\ per ogni numero positivo 7 

0Ì avrà / f\{x)doii<^^\ e quindi se L è il linute aupenoi:» dei 

valori assoluti di ^(x) fra a;' e 00 pel teorema del §. 225 ai avrà 

rP+T rP+T 

in valore assoluto / f{x)^(x)dx ^ L / fi(x)dx < Lo ; e questo 

yp Jp 

(§. 243) dimostra intanto la prima parte del teorema. 

Nel secondo caso poi, indicando ancora con o un nuHiero 
positivo arbitrariamente piccolo e con p un numero qualunque 
superiore a un certo numero maggiore di x\ per ogni numero 

positivo Y si avrà : / f{x)dx<ji , e pel teorema del §. 207 sarà 

I f{xyf{x)dx <C 2La , essendo al solito L il linute superiore dei 

valori assoluti di ^ (x) fra ^' e 00 , e questo dimostra anche la 

seconda parte del teorema enunciato. 

S' intende subito ora come questo teorema possa estendersi 

anche al caso del prodotto di un numero maggiore di funzioni. 

246. Estesi così anche agli intervalli di ampiezza infinita i 

teoremi intomo alla integrabilità dei prodotti di più funzioni si 

trova immediatamente una estensione analoga del teorema 6.'' del 

f{x\ 
§. 190 e di quello del §. 229 intomo al quoziente ^-r; poiché, 

considerando questo quoziente come il prodotto delle due funzioni 
f(x)y -7— vi pel teorema precedente si vede subito che: se la fun- 
zione numeratore f{x) è atta alla integrazione neW intervallo (a, 00 ), 

f(x) 
e il quoziente '— r è atto alla integrazione in qualunque porzione 

finita (a , p) dell'intervallo stesso (a, 00 ), esso lo sarà anche da a 
a 00 quando almeno a partire da un certo valore finito x' di x 
fitu> alVinfinito la funzione denominatore f (x) si mantenga sempre 
discosta da zero piti, di una qtiantità determinata X , e oZ tempo 
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stesso sia soddisfatta la condizione che da x' a co la funzione 
numeratore f[x) resti atta alla integrazione anche ridtécendola ai 
suoi valori assoluti, o sia soddisfatta V altra che da x' in poi amhe 
la funzione numeratore f(x) non superi tnai in valore assoluto un 
numero finito, e la funzione denominatore non faccia mai oscil- 
Iasioni, 

247. Similmente i risultati 17.° 18.° e 19.° del §. 190, che già 
estendemmo nel §. 230 al caso delle funzioni che in un intervallo 
finito d* integrazione divengono infinite in punti costituenti un 
gruppo finito o infinito di prima specie, continuano a sussistere 
anche quando l'intervallo d'integrazione diviene di ampiezza 
infinita, purché però nel caso del risultato 17.° si ponga ancora 
come dato che la funzione ivi indicata con ^(x) resti atta alla 
integrazione nello stesso intervallo anche riducendola ai suoi valori 
assoluti; come già si fece del resto anche al §. 230. 

248. Anche i risultati 7,° e 8.° del §. 190 possono, con certe 
restrizioni, venire estesi al caso in cui la funzione f{x) si mantiene 
sempre finita, ma diviene infinito l'intervallo d'integrazione; però 
onde fare rigorosamente questa estensione ci occorre di cercare 
dapprima se e in quali casi la definizione che noi abbiamo data 
per gli integrali presi fra limiti finiti può venire estesa agli inte- 
grali presi fra limiti infiniti, per modo cioè che, inmiaginando 
diviso l' intervallo infinito (a, oo) in un numero infinito d' intervalli 

parziali 8| , S^ i • • • « Sn , . . . , l' integrale / f{x)dx possa riguar- 

co 

darsi come il limite della somma della serie ^^af» formata dai 

prodotti di questi intervalli 8« moltiplicati ciascuno per un nu- 
mero fi compreso fra i limiti inferiore e superiore dei valori della 
funzione nei respettivi intervalli d« (questi limiti inclusi), preso lo 
stesso limite all'impiccolire indefinitamente degli intervalli S^, 
Sj , . . . , Sh , . . . secondo una legge tutt'affatto qualunque. 

E ciò noi facciamo mossi dalla considerazione che propria- 
mente la definizione che così si avrebbe per gli integrali definiti 

f(x)dx non è la stessa di quella che noi abbiamo dato per gli 
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integrali medesimi, e quindi sarebbe effettivamente a cercarsi se 
queste definizioni potrebbero riguardarsi come concordanti fra 
loro. — Si aggiunge poi che se indichiamo con p un numero finito 
ma arbitrariamente grande, con a?^, a?,,.. ., or^^ n— 1 valori 
di a; fra a e p, e con S| , S^ , • . . « ^n g^ intervalli corrispondenti 
a?i — a , a?g — x^ , x^ — x^ » • • • » P — ^h-i i si ha per definizione: 



L 






ove fg è un numero compreso fra il limite inferiore e il limite 
superiore di fìx) nelP intervallo S« (questi limiti inclus.), e quindi 

valendosi della vera definizione deir integrale / f{x)dXy si avrà: 

•/a 

kOO 



f{x)dx = \im jUm^St/vì; 
•/a 13='» (<^»=0 1 ) 



talché, siccome nel secondo membro deve prendersi prima il 
limite rapporto alle quantità 8, , e poi quello rapporto a p, appa- 
risce di qui che effettivamente, almeno senza una conveniente 

Xoo 
f{x)dx sarà 

00 

sempre il limite della sonuna della serie ^^if» quando le St ten- 
dono a zero; giacché in quest^ ultimo caso si viene a prendere 
prima il limite rispetto a ^ (poiché si suppone subito infinito 
P intervallo dUntegrazione) e poi quello rispetto agli intervalli S«, 
e si viene così a fare una inversione di limiti. 

249. Noi cercheremo dunque se e in quali casi la vera defini- 

f{x)dx^ e quella che risulterebbe dalVesten- 

dere la definizione che si ha per gli integrali fra limiti finiti pos- 
sono prendersi indifferentemente Tuna per Taltra, per modo cioè 

/•oc 00 

che si abbia: 1 /(a:)c2a? = lim ys^^ ; e dimostreremo perciò dap- 
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prima che: quando la funzione f\x) è sempre finita fra ae co^se si 

troverà che, formando 2e S| , 83 , . . . S^ , . . . con una qualche legge 

00 

speciale determinata, la serie y. Ss fs ha un limite determinato e 

T 

finito quando le 8, convergono a zero, allora la funzione f(x) sarà 
atta alla integrazione fra a e co ^ e il limite detta serie sarà ap' 

f(x)dx; come dimostreremo altresì 

-, 

che la condizione necessaria e sufficiente perchè per un dato siste- 

00 

ma di valori speciali delle 8^ , 8^ , . . . , 8n , . . Za serie stessa ^'^tf$ 
{supposta convergente) abbia un limite determinato e finito, è 



00 



espressa ancora dalla solita condizione di integrabilità lim28,D,=0 

applicata neU' intervallo infinito (a, 00) agli indicati intervaUi 
8^ , 83 , . . . , 8ti , . . ; per modo cioè che si potrà assicurare che la 

formala: 

(35) f{x)dx=\im\8.f. , 

sussiste rigorosamente tutte le volte che si saprà che il suo secondo 

membro ha un valore determinato e finito, si saprà che la serie 

00 

y^^tfa almeno dopo che le 8, saranno divenide sufficientemente 

piccole è convergente, e che al tempo stesso la solita quantità\StJ)t 

ha per limite zero, intendendo sempre che i numeri fg devono 
essere presi comunque fra i limiti inferiore e superiore U e L« dì 
f(x) neir intervallo corrispondente d« (questi limiti inclusi), e gli 
interralli 8f basta che siano formati con leggi speciali determinate, 
ma che possono essere qualunque. 00 

Ammettiamo infatti dapprima che la serie T8«/« abbia un 

limite determinato e finito A, qualunque siano i valori che si pren- 
dono per le fg negli intervalli 8« che successivamente si formano 
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oc 



con una certa legge determinata. Questa serie ^^afs almeno 

quando le 3« siano divenute sufficientemente piccole sarà conver- 
gente, e si avrà : 

00 00 00 

00 

e si troverà perciò intanto limV8,D,=0; talché, indicando con 

con n en due numeri variabili colP impiccolire delle quantità 3«, 
e determinati sempre in modo che Sn sia il primo degli intervalli 
8^ , §2, . . , , Sn , . . il cui estremo superiore è maggiore di un certo 
numero a^ , e Sn' sia T ultimo degli stessi intervalli il cui estremo 
inferiore è minore di un altro numero Pi(Pi>a^), si vede subito 
che quando le 8^ , S^ , . . . , 8n , . . siano già ridotte sufficientemente 
piccole, siccome sì esse che le quantità D| , Dg , . . . Dn , • . . sono 

* 

n 

tutte positive, anche la somma ^ 8, D, finirà per essere minore 

n 

di quel numero che più ci piace a; e questo permette intanto di 
dire che la funzione f(x) sarà atta alla integrazione definita in 
qualunque intervallo di ampiezza finita (a , p). 

Segue da ciò (190. 8.°) che per ogni sistema di valori degli 
intervalli 8^, 82 , . • .8n , . . . , e qualunque sia n, si avrà la formoi» 

n /*a+ 8^+82 + ..+ 8m n 

y,^sf.=J f{x)dx + tn28.D. , 

essendo A;,, un numero compreso fra — lei ( — 1 e 1 inclus.) (*); 

(*) Propriamente stando a quanto si dimostrò al §. 190. 8.<> invece di hn noi 
dOTremmo scriTere 2 hn* Però si può osservare che se al §. 190. 7.o invece di ragionare 
sulla formola: 

I I I 

avessimo ragionato al modo stesso snlla formola precedente: 

4 114 
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talché quando le d« siano già talmente piccole che si abbia sempre 



00 



28,D, <[ , si potrà scrivere evidentemente: 
T 

(36) 2^sfs=J f{x)dx + À;'«a, 

essendo Jfc « compreso fra — 1 e 1 ( — 1 e 1 incl.) 

CX! 

D'altra parte, siccome la serie 2^*/* ^ convergente, si può 

1 
scrivere: 

|8./;=^8./;+fs./;, ovvero: 2^.fs=2^sf.-2^sf., 

T 1 n+l 1 T iH-1 

e per ogni sistema di valori speciali delle 8^ , 82 , . . ., 8n, . . esisterà 
un numero m dipendente da questi valori delle 8^ , 8^ , . . , 8» , . . ma 
sempre finito e tale che per ogni valore di n non inferiore ad m 

le somme ]V^8,/i per gli stessi valori delle 8|-, 8, , . . . , 8^, . . siano 

n+l 

sempre numericamente inferiori a ; quindi, poiché si può anche 
supporre che le stesse 8|, 82, ... , 8h , . . siano già state prese 



00 



tanto piccole che la somma corrispondente 28f/'« differisca da A 



coU* osservare cioè che air impiccolire delle $'» la sommale?',/', finisce per differire 



•/a 



1 

n' 



tanto poco quanto si Taole dal 1* integrale / f{x)dx, e l'altra £(^«D', finisce per esser 

'a. » 

piccola a piacere, arremmo trovato anche la forinola più semplice: 

e qoindi arremmo veduto che Terrore per eccesso o per difetto che si commette 



J} 



prendendo "^i'JJ» ^^^ valore approssimato dell* integrale I /(x)<lxnon supera mai 



X^ 



n 



neppure la somma corrispondenteS^^D^ e avremmo potato scrivere anche Ai, k^^ .»,ki 

Invece di 21c^^ 2X:^, . . . 2^;^ nelle formole del §. 190. 8.<>. È perciò che d'ora innanzi 
noi faremo a meno di tener conto del fattore 2 nell* applicazione delle stesse formole. 
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meno di o, si può ora evidentemente asserire che per ogni sistema 
speciale di valori sufficientemente piccoli delle §| , ^t i • * • i ^n i • • • 

la differenza A — / f(x)dx al crescere indefinito di n si man- 



f f{x)dx al 
a 



terrà sempre numericamente inferiore a 3 o . 

Ma se p è un numero qualunque superiore a a+8|+824'. •+8m, 
si potrà sempre trovare un numero n^m tale che T estremo 

J/'a+8^+8j+. .+8„ 
' f{x)dx diffe- 
a 

risca da ^ meno di 8m+i , per modo che P integrale stesso differisca 

dalPaltro / f{x)dx meno della quantità eL, essendo L il limite 

superiore dei valori di f(x) fra a e oo , e e un numero di cui le 8, 
sono tutte più piccole; dunque poiché anche e può supporsi pic- 
colo a piacere, è evidente ora che dato un numero arbitrariamente 



— / f{x)dx^ al 



piccolo 0|, la differenza A — / f{x)dx^ al crescere sempre più di p 

finirà per divenire e restare poi sempre numericamente inferiore 
a questo numero o^ , e quindi là funzione f{x) sarà atta alla inte- 

grazione anche fra a e oo e si avrà lim / f{x)dx = A.^ ovvero 

f{x)dx = l\my^8tft; e questo dimostra intanto una parte del 

teorema enunciato. 

Per dimostrare anche l'altra parte del medesimo teorema, 
ammettiamo ora che si sappia che quando le 8^ , 83,... 8n 1 • • • 
sono formate secondo una certa legge speciale determinata, e 
almeno dopo che esse siano divenute sufficientemente piccole, la 



00 00 



serie ySt/i è sempre convergente, e raltra^^aD, al tendere a 
zero delle stesse 8^ , 8^, . . . , 8^ , . . . ha per limite zero . 



00 00 



Allora, considerando le due serie 2^»/« 1 S^'»/^'* corrispon- 
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denti a dne qnalunque dei sistemi di valori sufficientemente piccoli 
che si hanno successivamente per le 3| , S^ , . . . , S^ i • • nel tempo 
che esse tendono a ^ero, è chiaro che si potrà trovare un numero 
m tale che pei sistemi di valori scelti per le S« e S'« , e pei valori 

di » e n' non inferiori a m le sómme corrispondentiYSa/t, \ò'tf't 

differiscano respettivamente dalle somme S^ , S^' delle due serie 

00 00 

y^Stft , y^S'tf't meno di quel numero che più ci piace o, e quindi 
per n en' superiori a m si potrà sempre scrivere: 

S<r - S^'=|8,/;-| 8'. A+:2 Ar.o , 

essendo A„ un numero compreso fra — 1 e 1. 

Si scelgano ora le 8| , S^ , . • Sn , . . « 8/ 1 8 ^ , . . 8^11 , . • . tutte 

inferiori a un numero dato arbitrariamente piccolo e , e tali che 

00 00 

le due somme ^ 8«D« ,y 8'« D'« siano ambedue inferiori a a ; e i 

numeri n e n\ oltre a prendersi ambedue superiori al valore di m 
corrispondente ai valori che si considerano per le 8| , 8^ , • . . 
8n 1 • • • 1 8'| , 8^2 , ... , 8'm' , . . • , si prendano in modo che le due 
somme 8|-|-82 . . 4-8n , 8'1+8'2-t-. . . +8'^' siano uguali tra loro, o 

tutt^al più differiscano Puna dalValtra meno di e. 

00 

Allora, siccome P ipotesi fatta che lim y8«D«=0 porta, come 

si disse sopra, che la funzione f(x) sia atta alla integrazione fra 
due numeri finiti qualunque, e che quindi si possa applicare la 
formola (36) per modo da avere : 

n /•a+8^+82+..+8n n /'a+8'|+8'j+. •+8'h 

^^Bf.=J Ax)dx + A'hO, ^5'.r,= / f{x)dx + TnO, 

con k'n e Vn compresi fra — 1 e 1, si vede subito che le due 
sonune ^^sf» , 2^'*^» differiranno fra loro meno della quantità 
2o-f-eL, essendo L il limite superiore dei valori assoluti di /(a?) 
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fra a e 00, e perciò S^ e S^' differiranno fra loro meno di 
4o-j-eL; dunque pel solito teorema sui limiti del §.22, si può 

evidentemente concludere che le somme S^j o ^S,/*, avranno un 

limite determinato e finito; e quindi, per quanto si è detto nel 
caso precedente, si avrà ancora: 



J f{x)dx = ìim'^8.f. 



talché il teorema enunciato sopra può dirsi ora completamente 
dimostrato. 

250. Dalla dimostrazione che abbiamo data del teorema pre- 
cedente non risulta che la formola (35) sia applicabile tutte le 

volte che l'integrale / f(x)dx ha un valore determinato e finito, 



ma solo in forza di questa dimostrazione si può essere sicuri che 
la formola stessa è giusta quando si sappia che almeno per quei 
sistemi di valori speciali delle S^ , Sj , . . . d„ , . . che in essa figurano 



00 



la serie Vd«/« ha un limite determinato e finito, o sapendo sol- 

T 00 

tanto che essa è convergente si sappia altresì che la serie 2^»^* 
ha per limite lo zero. 

Questo risultato però può essere reso più completo giacché 
si può dimostrare che quando la funzione f{x) fra a e eoe sempre 

numericamente inferiore a'un numero finito, e l'integrale 1 f{x)dx 



ha un valore determinato e finito, esistono sempre infiniti modi di 
formazione degli intervalli 8, , S^ , . . . 6„ , . . . tali che facendoli 
convergere a zero conservando sempre nei differenti loro stali la 

00 

stessa legge di formazione, la serie'SpJÌB ha per limite lo zero, e la 
serie J^'/* ^^ mantiene Sempre convergente, e quindi ha per limite 

J/»00 
' f(x)dx, 
a. 
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Formati infatti gli infiniti intervalli i cui estremi sono nei 
punti successivi a , a-j-d , a+2d , . . . , a+rd , a-{-(r-\-l)d , . . . 
ove (i è un numero qualunque positivo e finito, si osserverà che 

quando, come noi abbiamo supposto, f{x) è sempre finita e Pinte- 

Xoo 
f{x)dx ha un valore determinato e finito, come anche 

più generalmente quando la funzione f(x) è finita e atta alP inte- 
grazione in ogni intervallo finito, la funzione f(x) sarà atta alla 
integrazione anche in ciascuno degli intervalli finiti (a , a-j-d) , 

(a , a+d , a+2d) , . . . , (a-j-rd , a-f- >-|-l)d) , ; e quindi si 

potrà evidentemente trovare un numero e^ differente da zero e 
tale che scomponendo' in un modo qualunque P intervallo (a, a+d) 

in intervalli S^ , 83, . • S^i tutti inferiori a s^ la somma corrispon- 

ifij 
dente VS.D, sia sempre inferiore a un numero positivo comunque 

piccolo 0| ; similmente si potrà trovare un numero Sj differente 
da zero e tale che scomponendo in un modo qualunque l'inter- 
vallo (a+d, a4-2d) in intervalli parziali Sm^+i , 8mi+«, . . . , 8m, tutti 

inferiori a e^ la somma corrispondente^S^Df sia sempre inferiore 

a G|'; e in generale si potrà trovare un numero Sr+i differente da 
zero e tale che scomponendo in un modo qualunque l' intervallo 
(a+rd , a+(r+l)d) in intervalli parziali 8„,^+, , 8m,+t , . . . , Sm^+i 

«>r+l 

tutti inferiori a 6r+« la somma corrispondente ^ 8« D« sia sempre 

inferiore a o{^^ ; e allora, col sistema dei valori 8^ , S^ ? • • • » S^j , 
S«j+i , Sn,^+i , . . . 8m, , . . . così ottenuti per le 6, , qualunque sia il 

numero intiero p si avrà sempre ^S* D»<C^ì~I"^ì*H"* • • • » ovvero 
p 1 

2l8»D»<!i— ^ 1 giacché (3| oltre a prendersi inferiore a uno può 
1 1-^i 

anche supporsi piccolissimo; quindi, osservando ora che la serie 
y S«D, verrà ad essere formata in modo tale che la somma di 
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un numero qualunque dei termini che seguono p. es. Vm^^ sarà 

o *'■*■* 
sempre minore di un numero ^ — che per r abbastanza grande 

può rendersi inferiore a quel numero che più ci piace, o anche 
osservando che la serie stessa è a termini pontiyi e la somma £ 
un numero qualunque dei suoi primi termini non supera mai 

— , sì conclude che la serie stessa per gli indicati valori delle 



a 



1-0, 

S, , $21 ^3 • • ^^^ sempre convergente, e la sua somma, essendo 
inferiore a z — —^ avrà per limite zero quando le 8« si facciano 

1 — 0^ 

impiccolire indefinitamente seguendo la suindicata legge di for- 
mazione; talché resta con ciò intanto dimostrato che quando f(x) 
è finita e atta alP integrazione nelP intervallo (a, oo), o anche 
soltanto in ogni intervallo finito compreso in esso, si possono 

sempre trovare infiniti sistemi di valori per le 81,85, 8n , . . . pei 

00 

quali si ha lim Y 8, D, = 0. 

Dimostrata così resistenza di questi sistemi di valori delle 
8| , 8), . . . , 8n, . . . , prendiamo ora uno qualunque di questi sistemi, 

o anche più generalmente un sistema qualunque di valori pei quali 

00 00 

la somma 2^»^« ^^* convergente; e considerando la serie^St/i, 
corrispondente a questi valori delle 8^ , 8^ , . . . , 8«, . . formiamo la 
somma y8«/'« di un numero qualunque dei suoi termini dopo il p^. 

Si avrà: 

q /•a+8j+82+ . .+ 8^ 1 

P^ ^a+8|+ 8j+ . . +8p jp+i 

essendo ifc' un numero compreso fra — 1 e 1 ( — 1 e 1 incl.); e in 
questa formola, quando p sia abbastanza grande e qualunque sia j^, 

la somma 2^»^» sarà minore di quel numero che più ci piace, 

p+i 

e lo stesso accadrà delP integrale che vi comparisce quando si 
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torni ad ammettere che f(x) sia finita e atta alla integrazione 
fra a e 00 , giacché esso non verrà ad essere altro che un integrale 
definito singolare relativo alla funzione f(x)\ dunque evidente- 
mente le somme di un numero qualunque di termini dopo un certo 

termine p^ nella serie yS«/« saranno minori di quel numero che 

più ci piace, e si può quindi concludere intanto che quando f{x) 

Xoo 
f{x)dx ha un valore determinato e 

00 

finito, se le h$ sono scelte in modo che la serie TStD, sia conver- 

00 

gente, anche la serie ^S«/« corrispondente agli stessi valori delle 

S« sarà convergente. 

Questo, per il teorema precedente, basta anche per dire che 

00 

la serie ^9^af$ ha un limite determinato quando le d| , S^, . • • , 8n, • • 

tendono a zero conservando sempre la stessa legge di formazione 

nei successivi loro siati, e questo limite è precisamente P integrale 

Xoo 
f[x)dx; talché resta ora completamente dimostrato il teorema 

enunciato sopra. 

251. Merita poi di essere notato come nella dimostrazione 
del teorema precedente non sia escluso che i numeri £|, e^i*** 
Er , . • . che ivi compariscono possano andare successivamente dimi- 
nuendo, e anche tendere a zero; e quando ciò avvenga non si 
potrà trovare un numero e che oltre essere positivo e differente 
da zero sia tale che per ogni sistema di valori delle S« inferiori a e 



00 



si abbia sempre y8fD«<[a, ec. talché nel caso degli intervalli 
d'integrazione di ampiezza infinita, quand'anche P integrale cor- 

J/»00 
1 f{x)dx sia determinato e finito, non può assicu- 
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00 

rarsi che la somma yd«D« abbia per limite zero per qualunque 
sistema dMutervalli S^ , S^ , . . • , Sn , . . — Si aggiunge che la con- 

00 

dizione limyS,Dt=0, nel caso degli intervalli dMnt^prazione 

1 

infiniti, non è più condizione sufficiente per la integrabilità della 
funzione corrispondente f{x) fra a e oo , almeno finché sia veri- 
ficato soltanto che questa condizione è soddisfatta per alcuni 
sistemi di valori speciali degli intervalli S^ , 8j , . . . , 8„ , . . . ; in- 
quantochè, secondo i teoremi precedenti, onde assicurare che 

/•OO 

l'integrale / f(x)dx è determinato e finito, oltre alla indicata 



condizione, si richiede sempre l'altra che la serie corrispondente 

00 

^§«/« abbia anch'essa un limite determinato e finito, o almeno sia 

convergente, ec. . . ; e del resto effettivamente, dimostrando il teo- 
rema precedente abbiamo visto che esìstono sempre dei sistemi 
speciali di intervalli d| , S^ , . . , Sn • • • i pei quali la condizione 



00 



limy5,D,=0 si verifica anche quando la funzione è atta alla 

1 

integrazione in qualunque intervallo finito, senza bisogno che 
lo sia anche nell'intervallo infinito; talché in forza di quanto si 
disse al §. 184 si riscontra ora una differenza fortissima fra il caso 
degli integrali presi fra limiti finiti e quelli presi fra limiti infiniti. 
• 252. A questo proposito però si può ora osservare che, se- 
condo quanto dicemmo per dimostrare il teorema precedente, se 

/•OO ' 

l'integrale 1 f{x)dx apra un vaiare determinato e finito, per tutti 



quei sistemi di valori delle S] , S^ i • • • i ^n • • • per le quali la serie 

00 00 

28»D, è convergente, anche VaUraS^tf» sarà convergente; e sicco- 
me per qualunque valore finito di n si ha la formola: 
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con k'n compreso fra —lei ( — 1 e 1 inclus.), così nel caso 
attuale sarà : 



00 /•» 00 

(37) ]^8. f. = J f{x)dx + *^]^ S. D. , 

essendo k^ un altro numero determinato compreso anch^esso fra 
— 1 e 1 ( — 1, e 1 incl.). 



00 



E se al lempo stesso sarà lìm yS«D9=0, allora >iì avrà anche: 

lim y V» = / f(x)dx ; 

come se, avendosi ancora per certi sistemi di valori delle S^ , S^ i • • • 

»oo 



'f' 



determinato e finito si saprà che per gli stessi sistemi di valori 

00 

speciali delle 5^, S^,... 8ni... la serie Y^» A è convergente, 
allora pel teorema del §. 249 si potrà asserire'^ che V integrale 



I 



f{x)dx è determinato e finito e si verrà ancora ad avere la 



formola precedente (37). 

253. À complemento poi dei risultati qui esposti troviamo ora 
opportuno di aggiungere che quando la funzione f{x) è atta alla 
iìitegrazione iìi qualunque iìUervallo finito, e a partire da un certo 
valore di x fino all'infinito, nei punti ove non è zero la funzione 
stessa ha sempre il medesimo segno, come p. e. il segno positivo, 



oo 



/»00 



y^Stft sarà infinita o almeno avrà per limite l'infinito quando le Sg 

si prendono con una legge qualsiasi, e viceversa. 

È chiaro infatti che se a partire da un certo valore x' di x 
fino all' infinito la funzione f{x) è positiva o nulla, e V integrale 



3 
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f(x)dx ha per limite l'infinito per p=<», ciò vuol dire che 
'a 
coir impiccolire ognor più delle S| , S^ , . . , ^m t • • ^^ somme yS«/« , 

ove 8n è Tultimo degli intervalli 8| , S^ , . . ., $n 9 • • • il coi estremo 

inferiore non supera p, finiranno per essere maggiori di qualunque 

00 

quantità data, e le somme complementari TS*/** avendo i loro 
termini positivi li accresceranno ancor più, per modo che si avrà 

OQ 00 

y8,/i = oo, almeno lim y8»/^» = oo . 

Invece se con qualunque sistema di valori delle §# la serie 



00 



y8«/« è infinita o ha per limite l'infinito, allora si osserverà 

prima che ciò dovrà pure accadere quando per le 8« si prendono 
quei sistemi di valori pei quali si ha lim X8«D« = 0, l'esistenza 
dei quali fu dimostrata in principio del §. 250, e quindi anche per 
questi sistemi di valori delle 8« si potrà trovare un numero n tale 

n 

che la somma ]^8«/'« sia maggiore di quel numero che più ci piace, 

e il numero a-f-8^ + Sj + • • . + ^t» sìa maggiore di x'. 
Ma allora, siccome si ha sempre : 

n /•a+8|+82+ ..+8w n 

(38) %^'f'^J ^^^^ + *'.;|8tD.i 

essendo fc'n il solito numero compreso fra — lei ( — 1 e 1 incl.) 
è evidente che l'integrale del secondo membro sarà anch'esso 
maggiore di qualsiasi numero dato, e tale si manterrà anche se 
al posto del suo limite superiore si pone un numero maggiore, 
perchè da x' in poi la funzione f{x) è sempre positiva; dunque in 



TP 

im / f{x)dx = 00 , 



questo caso è forza concludere che lim / f{x)dx = 00 , e con ciò 

il teorema resta completamente dimostrato. 

254. Inoltre a speciale complemento del teorema del §• 250, 
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si può aggiungere che quando la funzione f(x) è atta alla integra- 

/•OO 

zione in qualunque intervallo finito, ma V integrale 1 f[x)dx è 
infinito indeterminato, necessariamente vi saranno dei sistemi di 

• n 

valori delle 8, per le quali la serie 2^»/»» **^^ ^o^ ^ P^ limite 

V infinito manca di limite determinato, ma è infinita respettiva- 
mente o indeterminata anche fuori del limite, giacché se le 8| , 



00 



S| , • . • 8n 1 • • • sono scelte in modo che si abbia ]^Sf D«<^o , ciò 

che come sappiamo potrà sempre farsi, per questi valori delle 
S| , 8g , . , . , §n • • • la formola (38) ci darà : 

n ra+8^+82+. . .+8« 

(39) ?*'^'=/ ^^^"^ + *''-^' 

con k'n compreso ancora fra — l e 1 ; e quindi se sarà 

Xoo 
f{x)dx = 00 , passando al limite per n=co si otterrà eviden- 

temente: lim2S,/i=oo. 

Xoo 
f{x)dx non sarà determinato, allora 
/p " 

r integrale / f{x)dx col crescere indefinito di ^ finirà per oscillare 
•/a 

fra due limiti che saranno finiti o uno almeno dei quali crescerà 

indefinitamente, e quindi per quanto grande divenga il p, lo stesso 

integrale non cesserà mai di prendere anche valori discosti fra 

loro più di una certa quantità d superiore a 2a. Osservando dunque 

che €ol crescere indefinito di n quando le 8« saranno già divenute 

inferiori a s, il limite superiore delP integrale / f(x)dx passerà 

vicino quanto si vuole a qualsiasi numero p, e quindi P integrale 
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stesso differirà dalValtro / f{x)dx meno di s L, essendo L il limite 
superiore dei valori assoluti di f{x) fra a e oo, s* intende subito, a 



OD 



causa della formola (39), che nel caso attuale la serie y8«/« si 

manterrà sempre indeterminata mentre le 8, convergono indefini- 
tamente a zero secondo la legge indicata, e così rèsta dimostrata 
completamente la proprietà enunciata. 

A questo poi si può aggiungere che per la prima parte del 

J/»00 
' f{x)dx non ha un valore 
a 

determinato e finito, non ostante che i^x) sia finita e atta alla 

00 

integrazione in qualunque intervallo finito, la serie ]^St/« dovrà 

avere un limite infinito o mancare assolutamente di limite anche 

per quei sistemi di valori delle S| , S^, . . . , Sn i • • • pei quali essa 
è convergente fuori del limite. 

255. Dimostrati ora questi teoremi, noi possiamo dire eviden- 
temente di avere risposto alle questioni sollevate al §. 248 intomo 
alla definizione degli integrali estesi a intervalli di ampiezza 
infinita, come possiamo dire di avere già fatte quelle estensioni 
dei teoremi 7.° e 8.° del §. 190 delle quali parlammo in principio 
del §. 248 stesso. 

Teniamo conto infatti dei teoremi 7.** e 8.° del §. 190, o dei 
corrispondenti modificati come si disse in nota al §. 249, e teniamo 
conto della formola (37), che come già abbiamo detto sussiste 

tutte le volte che V integrale / f(x)dx ha un valore determinato e 

finito, e se non per tutti i sistemi di valori delle 5| , Sg , . . . 8^ . . . 
almeìio finché esse sono formate con leggi determinate. Con ciò 
noi potremo immediatamente concludere che quando f{x) è finita 
e atta alla integrazione fra o, e co ^ indicando con k^^ k^y ... . k^ 
numeri determinati compresi fra -1^1 (—1^1 inclus.) si hanno 
sempre le formale seguenti : 



V. 



«/,+«! /i 



^ij 



■a+8, w 



/-<x+S,+8, « 



!<e f« eo/(e che le 5f, Sf,..., Sh,.. . costituiscono un sistema di 
valori pei qtiali la serie V S,D, è convergente; e di tali sistemi di 



valori delle 8,, 8g,.,,, §„,... ne esiste sempre tin numero infinito; b 
questo evidentemente eatende appunto i teoremi 7.° e 8." del §. 190. 
256. Per estendere anche i teoremi dei §§. 191 e seguenti, 
diciamo prima che noi d'ora innanzi riguarderemo il +od e il — oo 
come valori apeciali di a: pei quali una funzione /(x) potrà avere un 
valore determinato finito o infinito che indicheremo respettiva- 
mente con /"(co ) o con /"(- x ); e diciamo anche che una funzione 
f\x) data in un intervallo infinito sarà riguardata come continua 
per ar = 00 o per x^ — oo , quando il limite dei suoi valori 
preso per x = oo o per 3:= — oo sia determinato, essendo però 
finito infinito, e sia il valore corrispondente delia funzione 
rt«)o «-«.). 

Allora con leggiere modificazioni in qualche enunciato le pro- 
prietà date ai §§. 43 e seg, per le funzioni finite e continue in nn 
intervallo finito si estenderanno anche alle funzioni finite e con- 
tinue in un intervallo infinito; come si estenderanno pure quelle 
proprietà che abbiamo dato nel capitolo precedente intorno alle 
derivate e agli estremi oscillatorii dei rapporti incrementali; e in 
particolare estendendo le proprietà che si dettero al §. 149 si 
scorge subito che se, trattandosi p. es. dell'intervallo (a, co ), si 
troverà che per a:=^oD uno degli estremi oseillatorii dei rapporti 
incrementali ha un limite determinato (finito o infinito), allora 
altrettanto accadrà anche degli altri estremi oseillatorii, giacché 



k 
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se p. es . il detto lìmite è finito ed è A, quando ^ sia sufficiente- 
mente grande, e t sia un numero qualunque positivo, fra p e P+y 
tutti quanti gli estremi oscillatorii differiranno da A tanto poco 
quanto si vuole (§. 146) e quindi avranno per limite A. E perciò, 
seguendo Panalogia con quel che accade pei valori finiti di x, nel 
caso che uno degli estremi oscillatorii dei rapporti incrementali 
di una unzione finita e continua /(a?), o la sua derivata a destra 
quella a sinistra quando esistono, abbiano un limite determinato 
per a?=oo , chiameremo questo limite la derivata di f\x) per x^cc . 
257. Ammesse ora queste definizioni, da quanto si dimostrò 
nel §. 231 e dalla definizione degli integrali presi in intervalli di 
ampiezza infinita, si dedurrà immediatamente che se f(x) è una 
funzione atta alla integrazione fra a e co o fra a e — oo , o fra 

rx rx rx 

—co eoo ^ gli integrali 1 f{x)dx^ j f(x)dx^ 1 f(x)dx^ considerati 

come funzioni di x saranno funzioni finite e continue per tutti i 
valori di x che cadono negli intervalli corrispondenti (a , oo ) , 
(-00 , a) , (— 00 , 00 ), e m particolare anche per a?=oo o x- -oo . 

^00 

Si osservi poi che, considerando p. es. l'integrale / f{x)dx e 
rx ^^ 

ponendo F(a?)= / f{x)dx , si vede subito che, per valori finiti 

di X con h sufficientemente piccolo in valore assoluto si avrà: 

F(x+A)- F(a;) . 
h = ^''*' 

essendo 8^.^ * un numero compreso fra il limite superiore e inferiore 
dei valori di f{x) nell' intervallo (a;, x-\-h\ talché gli estremi oscil- 
latorii dei rapporti incrementali p. es. destri di F(a?) nel punto x 
saranno compresi fra i limiti entro cui varia f{x) mentre x passa 
da 0? a un punto a destra comunque vicino a?-f-A. Si dedurrà 

immediatamente da ciò che se f{x) è atta alla integrazione fra a 

rx 
e co ^ e per a?=oo è finita e continua, V integrale 1 f[x)dx oltre 

essere una funzione di x finita e continua per tutti i valori di x 
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fra a e OD {oo incl.) godrà anche della proprietà di avere la sua 

derivata determinata e tsgìéale a f{Qo) anche per x=ìqo ; e resterà 

così pienamente estesa anche la proprietà degli integrali definiti 

•a? 

f{x)dx che assegna loro per derivata f(a) in tutti i ponti a nei 
a 

quali f(x) è continua, ec (§. 232). 

258. Si aggiunge poi che, trattandosi sempre p. es« delPinte- 

graie / f{x)dx , si può ora estendere anche il teorema del §. 233 

dicendo che se f[x) è una funzione atta alla integrazione in qua- 
lunque porzione finita deWintervaUo (a , oo ), e se al tempo stesso 
F{x) è una funzione che è finita e continua per tutti i valori di x 
in questo intervallo non escluso il valore oo , e per tutti i valori finiti 

rx 
di X rappresenta Vintegrale j f(x)dx aU'infuori di una costante, 

per modo che si ha sempre: 

(40) F{x) — F(a) = ff{x)dx , 

allora la funzione f{x) sarà atta alla integrazione anche ndfinr 
tervcdlo infinito (a , oo ), e la formala (40) sussisterà anche per 
a?=oo per modo cioè che si avrà: 

>oo 



/•oo 

F{cc)—F(a)= I f(x)dx; 



giacché evidentemente sussistendo sempre la (40) per tutti i valori 
finiti di x^ e il suo primo membro per a; =00 avendo un limite 
determinato e finito F(oo )-F(a), altrettanto accadrà del secondo 

••00 

membro, e perciò P integrale / f{^)dix avrà un valore determinato 

•/a 

e finito che sarà appunto F(oo) — F(a). 

259. Questa osservazione potrà talvolta essere utile per rico- 
noscere se una funzione f{cc)^ atta alla integrazione in ogni por- 
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zione finita ii un intervallo inEnito (a, co), eia tale anche in 
questo interrano (tx, co ). Easa poi evidentemente permette subito 
di asserire che se f\xì è una funzione finita e continua fra k e oo 
(co ineltis.), e in ogni punto x a distanza finita ammette p. ea. un» 
dmvata a destra determinata (/, o anche soltanto un estremo oscil- 
latorio X, dotato delle proprietà che si richiedono {§§. 234 e aeg.) 
perchè per ogni valore finito dì ce si abbia : 

(«) m~fi.')-Jh', o f{x)-f[^)=jUi, 

aUora si avrà anche: 



rt») 



'J'X. 



dttix , 



«»)■ 






M*, 



vale a dire la formala (41) sussisterà anche per x= co . 

260. Osservazioni del tutto simili n quelle che abbiamo Tatte 
nei §§. 197°, 108', 199% e 238." pel caso degli intervalli di inte- 
grazione di ampiezza finita, noi potremmo farle ora anche pel 
coso degli intervalli di ampiezza infinita; e così riassumendo noi 
possiamo affermare che " ciò che accade dal lato della integrabilità 
" in un intervallo finito o infinito per le derivate a destra, o più 
■ generalmente per un estremo oscillatorio di una fnniione finita 
" e continua nello stesso intervallo, accade pure per le derivate a 
' sinistra (quando esistono) o per gli altri estremi oscillatori! « 
e ciò quand'anche la detta derivata o il detto estremo oscillatorio 
non siano sempre finiti, intendendo però al solito che neir inter- 
vallo dato o in ogni sua porzione finita (se è infinito) le dette 
quantità se divengono infinite lo divengano soltanto ìn gruppi di 
punti di prima specie. 

E si può aggiungere che " se neir intervallo fluito o infinito 
nel quale ai considera, uno degli estremi oscillatorii relativi a 
una funzione finita e continua è d'integrale nullo (essendo ancora 
finito, o infinito nei soliti gruppi di punti di prima specie), 
accadrà lo stesso degli altri estremi oscillatorii, e la funzione 
sarà sempre costante,; e " se due funzioni finite e continue ia 
un dato intervallo finito o infinito saranno tali che uno degli 
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" estremi oscillatorii della prima e uno di quelli della secouda siano 
" atti alla integrazione (essendo al solito finiti o infiniti) e siano 
" uguali fra loro o tutt^al più differiscano per una funzione dMn- 
' tegrale nullo, le due funzioni saranno uguali o differiranno fra 
" loro per una quantità costante ,. 

Inoltre si può dire che ' quando una funzione f{x) finita o 
** infinita nelP intervallo finito o infinito nel quale si considera è 
" atta alla integrazione, la ricerca della funzione integrale F(a?) 
" per la quale si ha : 



rx 

a) = / f{oo)dx , 



F(a:)— F( 

- si ridurrà sempre a quella di una funzione finita e continua di 
* cui un estremo oscillatorio sia uguale a f{x)^ o ne differisca per 
** una funzione d'integrale nullo „; e questo risultato generalissimo 
riporta evidentemente a tutte le funzioni atte alla integrazione 
la definizione dMntegrale che si dà ordinariamente nei trattati, 
col sostituire però alle derivate della funzione integrale gli estremi 
oscillatorii dei suoi rapporti incrementali, ec. . . . 

261. Cercando di estendere il teorema del §. 204 si trova che: 
se, essendo a un numero finito, o essendo a= — cola funzione f{x) 
è finita e atta alla integrazione fra a e oo, e per ogni valore finito 
di X e superiore ad a si ha: 

a< a^)dx<:k; 

e f{x) è un altra funzione di oo che da a a oo è sempre positiva' e 
finita e non va mai crescetido, la funzione f{^)^(x) sarà atta aUa 
integrazione fra a « oo (§. 245) e si avrà: 

Xoo 
f{x)rf{x)d^ ^ Ay(a) , 

per ogni valore di x compreso fra a « oo (a e oo indus.)* 

Supponendo infatti dapprima che a sia finito, e osservando 
che per ogni valore finito di x si ha (§. 204): 






a?)(p(a?)da?<Ay(a) , 
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e che Pint^^Ie / f\xyf{x)dx ha per yalore determinato e finito 

•/dc 

(§. 245), si intende subito che questo integrale potrà tutt^al più 

qpiagliare uno dei limiti estremi o^a) , A^a), ma non mai uscire 

dagli stessi limiti, e quindi per a finito si avrà la formola (42). 

rx 

Se poi a= — 00 , essendo ancora «kC / f{ocì)dx < A, allora 

per qualunque valore positivo e finito ma comunque grande di p, 
e per qualunque valore finito di x superiore a — % si avrà: 

a— / f(x)da)<C I f{cc)dx<^k— I f(x)dx^ 

•/— 00 J--^ •^—00 

e quindi sarà (§. 204): 

a- f f{x)dx\tp(-^)< f%:yf(x)dx< Ìa- fax)dxL{^^); 
•/-.co / •/-p l •/-oo / 

e poiché il prodotto f{xyp{x) è atto alla integrazione fra - oo e oo 
(§• 245), si potrà anche scrivere: 

a- / Aar)(tejy(-p)+ \Ax)^{x)dx< ff{xyp{x)dx< 

JA- fmdxì ?(-p)+ f f(x)^{x)cbc- ; 
\ •/— 00 ) •/-oo 

talché, coU'osservare che per p=oo l' integrale / f{x)dx ha per 

•/ — 00 

limite zero, e (p{ — P) ha un limite determinato e finito ^ ( — oo ), e 
che in conseguenza il primo e Pultimo termine di questa formola 
differiscono tanto poco quanto si vuole da of (— oo ) e da A^— oo ) 
respettivamente, si vede subito che per qualunque valore finito 
dio; sarà: 

a9(— oo)^ / A«M«)*r^Ay(-.oo); 
•/-oo 



< 
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donde facendo crescere x indefinitamente per valori positivi si 
troverà ancora la formola (42) quando in essa è supposto a=-co . 
262. Una estensione simile potrebbe farsi dei teoremi dei 
§§. 205, 206 e 207; e in particolare estendendo le considerazioni 
dei §§. 211 e 212 si può ora affermare che: se, essendo a un numero 
finito essendo a= — oo , la funzione f{x) fra a e co è finita e 
aita alla integrazione, e passando x da a a oo la funzione tp{x) 
non è mai negativa e non va mai crescendo, si avrà la forinola: 



I f{x)f(x)dx=tp(aL) j f{x)dx^ 



essendo x' un valore determinato di x compreso fra a e oo . 

Di qui poi coi ragionamenti del §. 213 si trarrà la estensione 
della formola di Weierstrass del §• 213 stesso al caso in cui nel- 

TP 

l'integrale / f(x)f{x)dx uno o tutti e due i limiti sono infiniti; 

giacché se P=oo, e fp(x) non va mai decrescendo da a a cx>, 
essendo però sempre inferiore a un numero finito, allora, tanto 
nel caso di a finito quanto in quello di a=: — cx> , applicando la 
formola precedente col cangiarvi (p{x) in ^ (cx> ) — ^(x), si troverà 
r altra: 

X^ rx' 

fix)\tf{co)—^{x)\dx^\ff{co)-^{a)\ \f(x)dx, 



ovvero : 



^00 W /%00 

JoL Ja *^x' 

ove x' è un valore di x compreso fra a e oo ; e nel caso che la 
funzione 9(0?) da a a 00 non vada mai crescendo, restando però 
sempre inferiore in valore assoluto a un numero finito, allora 
applicando le formolo trovate col cangiarvi 9(0?) in ^(a) — f>(a?), 

si otterrà Paltra: 

Xoo /•co 

•'a?' 



per modo che si può dire cbe la forinola di Weierstrass: 

/rt«)f(«):J»:=9(.) \%)dx + f(ì.) ffìx)dx. 
Ja, Jft Jx' 

che noi abbiamo data al §. 213 sussiste per qualunque intervallo 
finito infinito (a, P) | a = — oo e p = oo iacl. [ tutte te volte 
che da a a ^ la funzione (yx) è finita e atta alla integrazione, e la 
funzione <^^x) è senipre numericamente inferiore a un numero 
finito e non va mai crescendo o non va mai decrescendo. 

263. I teoremi dei §§. 211 e aeg. che ora abbiamo estesi al 
caso in cui uno dei limiti dell'integrale che si considera sia infi- 
nito, applicati agli integrali definiti singolari possono talvolta 
aervire utilmente anche per riconoscere se una funzione aia atta o 
nò alta integrazione fra limiti infiniti. Oltre poi a questi teoremi 
ei ha anche il seguente che è del tutto simile a quello che si dette 
al g. 239, e che serve beniasimo allo scopo ora indicato in un 
immenso numero dì casi. 

Se la funzione f(x) è aita aUa iniegrazione fra a e un numerò 



■X«'' 



finito ma grande quanto si vuole e positivo % l'integrale f f[jc)dx 



avrà un valore determinalo e finito tutte le volte che la fi 
stessa f[x) per .'c=oo diviene infinitesima di ordine superiore o 
uguale o anche soltanto non minore (§. 27) di quello di una qua- 
lunque delle funzioni: 

\ 1 1 

a7'*f ' 2;(logj) '*'' ' a!loga;{log*ir)'*.^ * ' " " 
nelle qìtali ^èun numero d^erminato differente da zero e potitveo; 
e lo stesso integrale sarà invece infinito tutte le volte che la fun- 
zione f{x) a partire da un certo valore dì x fino all'infinito non 
cangia mai di segno, e col crescere indefinito di x si maiìiieM 
discosta da zero piit di una quantità determinata, o dimene infim- 
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tesima di ordine inferiore o uguale o anche soltanto non maggiore 
di quello di una qualunque deUe funzioni: 

1 1 1 

X ' allogo? ' a?loga?Iog>a; ' ' * ' * 

La dimostrazione di qaesto teorema si fa con ragionamenti 
del tutto simili a quelli del §. 239. 

Per la prima parte infatti si osserva che, dietro le ipotesi 
fatte, esisterà un numero ^' tale che per tutti i yalori di x che gli 
sono superiori una delle quantità: 

f(x)x^^l', /(a?)a:(loga:)<+/*, /(a?) a? Ioga? (log V^^.---- 

sarà sempre numericamente inferiore a una quantità finita e posi- 
tiva e, e quindi per ^'>P' e y qualunque ma positivo, V integrale 

definito singolare / f(x)dx sarà numericamente inferiore a una 

delle quantità: 

P+T /-P+Y rP+T 

dx 



dx I dx I 



1(1 



x\ogx(ìogxy*i^ 

p -p -p 

talché, osservando anche che queste quantità sono respettivamente 
uguali alle altre: 

L_^ ii_l__ 1 ! 

'•■* (P+Tf/' {tl(iogp)f* DogimW) 

{t|(iog«p)f [iog»(p+"r)]'')" 

che per p crescente indefinitamente tendono a zero qualunque sia 
il numero positivo Yi si concluderà subito che altrettanto accade 

deir integrale defimto singolare suindicato / f(x)dxj e in conse- 

f{x)dx ha un valore determinato e finito. 

Per dimostrare ora anche la seconda parte del teorema enun- 
ciato, osserviamo che, per le ipotesi fatte, a partire da un certo 
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valore finito y di a? la funzione f{p(i) col crescere sempre più di x 
non passerà mai per zero e conserverà sempre Io stesso segno, e 
poiché indicando con p un numero qualunque maggiore di y s^ 
può scrivere: 

rp A n 

f{x)dx= f(x)dx+ nx)dx, 

Ja •^a •^'y 

Xoo 
f(x)dx basterà cercare il limite 

dell'integrale / f{x)dx per p=oo . 

Ma indicando con e una quantità differente da zero e positiva, 

sempre per le ipotesi fatte, si vede subito che l'integrale 

'e 

f(x)dx è numericamente maggiore di una delle quantità : 

dx 
log^o? * 

le quali sono respettivamente uguali alle altre : 

c(P— y)i c(logP— logY), c(log2p— log^Y) , c(log3p— log^Y) , . . . 
che crescono indefinitamente con ^; quindi si conclude che 

lim / f(x)dx =±co ^ e perciò / f{x)dx= ±co^ e questo dimo- 
|3=oo»/y «^a 

stra anche la seconda parte del teorema enunciato. 

264. È poi da notare che l'ultima parte del teorema dimo- 
strato può effettivamente cessare di sussistere quando, contraria- 
mente a quanto abbiamo supposto nell'enunciato, la funzione f{x) 
col crescere indefinito di x cangi continuamente di segno. 
S infatti, considerando p. es. gli integrali : 

J/»00 /*00 /«OO y^OO i<»00 
drc, ; -jz=dx^ 1 cosx^dx^ 1 seux^dx^ 1 ^ xcoBX^dx^ . . . 
^ X Jo\o(} ^0 ^0 -/q 

nel primo dei quali b è una costante qualunque diversa da zero, 



/•fi r^ r^ r^ 



— S63 - 

fl neirnlHnio 1« funzione sotto il segno integrale col i 
indefinito di x prende anche valori indefinitamente grandi nume- 
ricamente, sì trova che essi hanno valori determinati e finiti, 

fH^ 

giacché considerando i loro integrali definiti singolari / , e 

applicandovi ta int-egrazione per partì ordinaria, col prendere per 
fattore differenziale pel primo integrale aeabxdx , pel secondo 
senxii.r, pel terzo e pel quinto cosx-2xdx, e pel quarto sen-r*2j'dJ, 
in forza della prima parte del teorema dimostrato si trova subito 
che questi integrali definiti singolari hanno tutti per limite zero 
per p=;co , e quindi gli integrali dati hanno tutti valori deter- 
minati e finiti (§. 243). 

205. 1! calcolo degli integrali definiti, e la dimostrazione di 
alcune loro proprietà, si fanno spesso appoggiandosi sui metodi 
detti d'integrazione per parti, d' integrazione per sostituzione, e 
d'integrazione per serie, ed è utile quindi che spendiamo qualche 
parola anche intorno a ciascuno di questi metodi successivamente, 
esponendoli con tutta la generalitìi di cui essi sono suscettibili. 
Siano perciò « e r due funzioni di x finite e continue in 
tutto nn intervallo (a , [3) che dapprima supporremo di ampiezza 
fiotta; e indicando con >.„ uno degli estremi oscillatori! dei rap- 
porti incrementali di M, e con >,, uno degli estremi oscillatorii dei 
rapporti incrementali di p in questo intervallo, supponiamo che 
questi estremi oscillatorii X„ e \, siano atti alla integrazione nel- 
l'intervallo stesso {a, (3); e se sono infiniti in nn gruppo finito 
o infinito di punti di prima specie, ammettiamo di avere verificato 
che negli intervalli nei quali sono finiti (e quindi anche in tutto 
l'intervallo (a, ^) g. 248) essi sono atti alla integrazione, e che 
uno almeno dei prodotti uX, e rXu resta atto alla integrazione 
anche in intomi dei punti d'infinito di X,, o X^ (*). 

(') niocB aotaro che Ib coaLlìzioDe cbi 
I iBtagrazloae Tra « e i . dietro quspfa) ai dis 
fiiniioni di x dplls forma: 



li poiu&nio che ì. e ^^ >Uno itti i)li 
al gg. 197, 198, £38 eqaìralg all'altra 



u, ^^ tono fuD:iIoDÌ di * atte airintegriui 
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Oon queste condizioni dico che si avrà sempre lii forinola: 

TP p TP 

(43) / iùsdx=[uvj— / vkudx , 
alla quale può sostituirsi anche Paltra: 

rp j rP 

(44) / uYdx==luvJ— I vJJdx, 

ove y e U differiscono da Xt e X^ per funzioni d' integrale nullo, 
e [uvf rappresenta la differenza dei valori del prodotto uv ai 

limiti a e p degli integrali. 

Per dimostrare queste folrmole che costituiscono il metodo 
d^ntegrazione per parti sotto la sua forma più generale, giacché 
nel caso che u e v ahhiano le loro derivate u' e v determinate e 
atte alla integrazione fra a e p si può prendere XM=tt', e 'k»=v\ 
e allora si ritrovano le formole ordinarie del Calcolo differenziale, 
incomincieremo dal considerare il caso in cui X^ e Xo sono sempre 
finite fra a e p. 

Allora, per le ipotesi fatte, le funzioni mX», vku^ e così la loro 
somma ^Xv-j-^Xm, saranno atte alla integrazione fra a e P; e, se 
immaginiamo scomposto P intervallo (a, p) in intervalli parziali 

S| , S| , . . . , Sm, sarà facile vedere che la somma yj[tù^'{-vku) it , 

ove con (uk»-\'Vku) ahbiamo indicato un valore di tiX«-|'t'XM com- 
preso fra i limiti inferiore e superiore dei valori di questa quantità 

quali non possono aUora differire da ^h e ^o respettivamente altro che per fanzioni 
d* integrale nallo. 

Né è da dimenticare che se ano degli estremi oscillatorii ^« dei rapporti incre- 
mentali di una fanzione finita e continua u ò atto alla integrazione fra a e fi , ancbe 
gli altri estremi oscillatorii per la medef<ima funzione u godranno della stessa pro- 
prietà, e i loro integrali saranno tutti uguali fra loro. E se U e V sono due funzioni 
che fra a e 6 sono atte air integrazione insieme al loro prodotto UV, e U| e V| non 
differiscono da U e V altro che per funzioni d'integrale nullo, anche il prodotto U|Y| 
sarà atto alla integrazione fra a e ^, e si avrà: 

/UjV|(te=/UV<fc. 

•/fi, Jet 
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neirinterrallo Sa, ha per limite la differenza [t^t?]^ quando le 8» 

convergono a zero. 

Per questo ricordiamo che i limiti inferiore e superiore degli 

/(x+A)— /Ta;) 
estremi oscillatorii dei rapporti incrementali ^— ^ — j^ — -^ di 

una funzione f{x) iu un dato intervallo comprendono i valori dei 
rapporti incrementali medesimi nei punti x dello stesso intervallo 
finché in questo intervallo sono compresi anche i punti a;-f-A; e 
quindi, se (X^) e (X«) sono i valori di X^ e Xt in un punto di una 
porzione qualsiasi 8 dell'intervallo (a, p) nella quale le oscilla- 
zioni di Xm e X« sono respettivamente D e D', i valori di X,, e 
quelli dei rapporti incrementali di %i nella stessa porzione saranno 
compresi fra (Xh) — De (X«)4-D , e quelli di X» e dei rapporti 
incrementali di v saranno compresi fra (X») — D' e (X»)-[-D', o in 
altri termini i primi di questi valori potranno rappresentarsi 
con (XH)-f-YD, e i secondi con (X»)-|-t'D', essendo Y e y' numeri 
compresi fra — le 1 ( — 1 e 1 inclus.). 

Indicando dunque con (2 e (2' le oscillazioni di u e t; nella 
porzione 8 ora indicata, e osservando che se a e 6 sono gli estremi 
di questa porzione si ha : 

ti(6)p(6)— u(q)t?(a) _ ,, ^6) — t^ , . u{b)—u{a) 
si vede subito che sarà: 

essendo u, t?, X^ , X« i valori di queste quantità stesse in un mede- 
simo punto qualsiasi dell'intervallo 8, e essendo Ti Ti Tu T« 
numeri compresi fra — lei ( — 1 e 1 incl.); quindi, moltiplicando 
questa formola per 8, e poi, applicandola a ciascuno degli inter- 
valli 8| , 8) , . . . , 8n nei quali è stato scomposto l'intervallo totale 
(a, p), e sommando, si troverà subito: 

ii(P>(P)-u(aM«)=M^-=|(i<X.+t;X,), 8.^ 



+T'o>^,oS8t(l'.+T''oWo|8tD'.+To%S8tD., 
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avendo ora indicato coir indice 8 i valori corrispondenti alP in- 
tervallo 8,, con Xu,oi ^,0 1 *^Qi ^0 ^ limiti superiori dei valori 
assoluti di Xu, Xf , tt e t;, e con Yoi Toi T*'©» t'*'o J^uovi numeri 
compresi fra — 1 e 1 (questi limiti inclusi); e ora, osservando 

che per le ipotesi fatte le somme ^S, dfj , 28,d',, 2^tD»i 2^*^'* 

air impiccolire indefinito degli intervalli 8|, S^,..., Sm hanno 
tutte per limite zero, si concluderà subito che il' limite della 

somma\(MX»-[-^^),8t è precisamente [uv] ; e questo dandoci 

[uv] = I (uX»+t?X«)rfa:, coir osservare che anche uX» e t?X„ sepa- 

ratamente sono atte alla integrazione, ci conduce subito alle for- 
mole (43) e (44j le quali restano così dimostrate nella ipotesi 
di Xu e Xf sempre finite e atte alla integrazione fra a e ^. 

Dimostrate ora queste formole nel caso che Xm , e Xf siano 
sempre finite, si passa immediatamente al caso in cui uno o tutti 
e due questi estremi oscillatorii sono infiniti in un gruppo finito 
o infinito di punti di prima specie, pure essendo atti air integra- 
zione in qualunque intervallo nel quale sono finiti, e quindi anche 
nell'intiero intervallo (a, p) (§. 238). 

Essendo infatti uv una funzione finita e continua di x in 
ogni punto fra a e p, e avendo ora dimostrato che per tutti quei 
valori di a e di rr pei quali T intervallo (a, x) non comprende 
punti d' infinito né di Xm, né di Xv si ha: 



X p 

= / (IM 



(45) [uv] = I {uKv -{-■ v\u)d^ ì 

basta applicare il teorema del §. 233 per concluderne intanto che 
la funzione uk9-\-vku é atta alla integrazione in tutto P intervallo 
(a , P), e che questa formola (45) sussiste per tutti i sistemi di 
valori di a e di a: che cadono nell' intervallo (a , P). 

Ma per questo, e per la ipotesi che abbiamo fatta in principio 
che cioè sia stato verificato che anche negli intorni dei varii punti 
d' infinito di ciascuna delle funzioni X^ e X» una almeno delle due 
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fanzioni »\,, vXu « atta alla integrazione, s'intende subito che 
altrettanto accadi'à anche dell' altrn di queste due funzioni, e 
quindi la formola (45) potrà anche scriversi sotto la forma: 






dalla quale si hanno subito le (43) e (44); talché queste formole 
generali d'integrazione per parti restano cosi pienamente dimo- 
strate per tutti i casi in cui le funzioni m e u sono finite e conti- 
nue, e quelle X„ e X« degli estremi oscillatorii dei loro rapporti 
incrementali sono sempre finite, e atte alla integrazione ^a a e j3, 
o se divengono infinite lo divengono soltanto in uu gruppo finito 
o infinito di punti di prima specie e iu modo che negli intervalli 
nei quali sono finite eaae siano atte alla integrazione, e negli 
intorni dei punti d'infinito una almeno delle due funzioni kXi, 
vi.,, sia atta anch'essa all'integrazione. 

In particolare dunque le t'orinole d' integrazione per parti (43) 
o (44) sussistono quando gli estremi oscillatorii ).„ e X. delle fun- 
zioni M e f sono atti all'integrazione nell'intervallo che si consi- 
dera, e sono sempre fiuiti, o almeno se divengono infiniti non 
lo divengono mai insieme, perchè allora siamo sicuri che negli 
intorni dei punti d'infinito di X„ e Xc uno almeno dei prodotti 
«À., dXh è sempre finito; come anche le formole (43) e (44l sussi- 
stono nel caso in cui, pur divenendo infiniti in un punto uno o 
tutti e due gli estremi oscillatorii X„, e X., p. ea. X„ , esso resta 
atto &lla integrazione anche riducendolo ai suoi valori assoluti, o 
almeno negli intorni di quel punto la funzione \„ stessa non ha 
altri punti d'infinito, e la funzione v non fa un numero infinito di 
oscillazioni, in modo da esser sicuri !§§. 226 e 227) che in questi 
intorni i! prodotto oX^ è atto alla integrazione. 

26(3. E poi da osservare che presa la formola d'integrazione 
per parti sotto la forma (44) può dirsi che essa sussista quando 
U e V sono funzioni atte alla integrazione fra a e p e non diven- 
gono infinite insieme, o almeno si trova che anche negli intorni 
■ dei loro punti d' infinito uno dei prodotti hV, l'U di una di esse 
r l'integrale dell'altra ò atto all'integrazione; come ai puà 
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notare altresì che le forinole d* integrazione per parti possono 
porsi sotto la forma: 

(46) juYdx =\u / Ydx\ — h^ f Ydx)dx , 



o anche sotto Taltra: 



nelle quali a eb sono due yalori qualunque fra a e p, e IT e Y 
sono funzioni atte alla integrazione pure fra a e p, e negli intomi 

dei loro punti d^ infinito uno almeno dei prodotti IT / Ydx, 

V / Vdx è atto esso pure air integrazione. 



267. Osserviamo inoltre che la formola dMntegrazione per 
parti (43) è applicabile quando le funzioni u e v che vi compari- 
scono sono finite e continue, e al tempo stesso gli estremi oscil- 
latorii X,i, Xv, oltre essere atti alla integrazione negli intervalli 
nei quali sono finiti, sono tali altresì che la presenza dei punti 
dMnfinito fra a e ^ di queste quantità non fa sì che la formola 
stessa divenga priva di significato; giacché se i suoi termini o 
anche due soltanto fra essi hanno un significato saranno soddi- 
sfatte tutte le condizioni che si richiedono perchè essa sussista 
rigorosamente. Se poi uno almeno dei due integrali che vi' com- 
pariscono sarà infinito o indeterminato, allora altrettanto accadrà 
deiraltro integrale, o u ev non saranno più tutte e due finite e 
continue; e viceversa, se si presenta quest^ultima circostanza 
rispetto a u e f, uno almeno dei due integrali che figurano nella 
formola stessa sarà infinito o indeterminato ; talché in ogni caso 
Tapplicazione della formola (43) d'integrazione per parti potn 
anche servire a farci riconoscere se una funzione sia atta o nò 
alla integrazione in un dato intervallo. 

E aggiungiamo che propriamente per la validità della for- 
mola (43) non à neppure necessario supporre che u e v siano 
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finite e continue in tutto P intervallo (a^ p), ma coi soliti metodi 
si vede che possono aversi delle singolarità in u e t; in un numero 
finito o infinito di punti costituenti un gruppo di prima specie, 
purché in questi punti resti ancora finito e continuo il prodotto 
uv delle stesse funzioni. 

Osservazioni analoghe possono farsi rispetto alle formolo 
(44), (46) e (47). ... 

268. Passiamo ora a considerare il caso di un intervallo (a, oo) 
di ampiezza infinita, supponendo allora che u e v siano finite e 
continue per x=qo nel senso stabilito al §. 256, o almeno per 
07=00 sia finito e continuo il loro prodotto uv\ e supponendo 
inoltre che la formola (43) sia applicabile in qualunque intervallo 
di ampiezza finita ma grande (guanto si vuole (a, P). 

Allora, passando al limite per ^=oo nella stessa formola (43), 
si vede subito che il metodo generale d* integrazione per parti 

sarà applicabile anche fra a e oo , e si avrà: 

J/.00 00 /.oo 

f MX,(ir = rMt?] — 1 vkudx, 

tutte le volte che una delle funzioni t^X* , vk^ sia atta alla inte- 
grazione fra un numero arbitrariamente grande x* e V infinito, 
o anche, più semplicemente, tutte le volte che i varii termini di 
questa formola presentino un significato determinato. E così in 
particolare può dirsi (§. 245) che il metodo sarà applicabile tutte 
le volte che una almeno delle quantità Xi« e X« da un certo valore 
di x' in poi fino alV infinito sia atta alP integrazione e resti sem- 
pre inferiore a un numero finito, e la funzione che la moltiplica 
V o u non faccia oscillazioni fra lo stesso numero e V infinito ; o 
tutte le volte che una almeno delle quantità X^ e X« resti atta alla 
integrazione fra a;' e oo anche riducendola ai suoi valori assoluti. 
Lo stesso dicasi delle altre formole : 

Xoo (X) r^ 

uYdx = [uv] — I vVdx, 



analoghe alle (44) e (47). g4 
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Qui pure si deve osservare che quando u e v sono I 
continue anche per X'=<io , o almeno è tale il loro prodotto. aì& 
come la forinola (43) proviene dalla (43) con un passaggio i 
limite, si può dire che quando la (43) suasìste per qualunque valore 
finito di ^, se avverrà che uno almeno dei due integrali che cont- 
pariscono nella (48) sia infinito o iude termi nato, altrettanto dovrà 
accadere dall'altro, 

£ se la formola (43) sussisterà per qualunque valore finito 
di ^, ma nna delle funzioni w e v, o almeuo il loro prodotto non 
sarà finito e continuo per a- = co , allora uno almeno dei due 
integrali che compariscono nella (4S) dovrà essere iudeterminatOr 
o infinito ec. . . . 

Osservazioni simili possono farsi sulle formole (49) e (50), ( 
cosi il metodo d' integrazione per partì può anche servire a giudi- 
care se una funzione sia atta o nò all' iutegravic 

2(39. Troviamo inoltre opportuno l'osservare che, a causa della 
formola (43) che noi abbiamo dimostrata pel caso che X, e )« 
siano atti all'integrazione in tutti gl'intervalli da a e ^, e pd 
teoremi del §. 238, noi possiamo anche concludere che 
sono due funzioni finite e continue iu tutto un intervallo finito 
(a, p) nel quale si trova che per ciascuna di esse uno degli estrenù 
oscillatorii dei suoi rapporti incrementali X« , )., è atto alla ìnte? 
grazione, allora nello stesso intervallo gli estremi oscillatorii i 
rapporti incrementali del prodotto uv non potranno differire dalU 
somma mX,-|-iiX„ altro che per una funzione d' integrale nullo. 

Questi risultati collegano sempre più la teoria degli estremi 
oscillatorii delle funzioni con quella delle derivate. 

270. Passiamo ora a occuparci del metodo d' integrazione p 
sostitnzione, incominciando dal trasformare con questo metodi 



hjfi 



l'integrale / f{x)'ì-e nell'ipotesi dapprima che l'intervallo (a, 

sia finito, e chi; in esso la funzione ^3^ sia atta alla integraziona 

Indichiamo perciò con '{i(y) una funzione di ;/ data in 
intervallo in cui si trovano due punti neh nei quali essa ha 
valori a e p respetti v amente. Essendo i|j(_i/) una delle solite funziom 
che qui consideriamo, che hanno un valore unico e detercùiuto 
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in ogni puoto dell'intervallo {a, b) nel quale sono datele certo 
che i punti a e b savauno differenti; e noi, supponenHo dapprima 
che siano ambedue a. diataaza Bnita, IÌ riguarderemo cerne estremi 
di un intervallo (n, 6) nel quale •^(y) è conosciuta, e in questo 
intervallo supporremo che ']){;/) sia continua e che col passare di y 
da a a II essa passi da a a ^ mantenendosi sempre crescente o 
sempre decrescente secondochè a<Cp o a>p. 

Allora '[{y) col passare di y da a a b prenderà tutti i valori 
da a a ^ e li prenderà una volta sola, per modo che ogni valore 
di X fra a e p potrà considerarsi come corrispondente a un valore 
determinato di y fra « e 6, e viceversa; o in altri termini ogni 
valore x nell'intervallo (a, p) potrà riguardarsi come determinato 
dal valore corrispondente ij nell'intervallo (a, b) e viceversa, per 
modo che x potrà riguardarsi come una funzione di y uell' inter- 
vallo (a, b) definita dalla formola z^=^^{y), e viceversa y potrà 
riguardarsi come una funzione di a; uell' intervallo (s , p) definita 
da una formola y=f{^), ove ^(j) è una funzione di x {funzione 
inversa di |(j") ) tale che se per un valore n, di j/ fra rt e 6 si ha 
^{y)='3■^ il valore di ^(ir) per x^a^ è precisamente a,. 

La funzione /'{jO inoltre potrà anche riguardarsi come una 
certa funzione F(j/) di !/ nel l' intervallo (a, b) che potremo indicare 
con /"['[«(y)]; e quando tutte le funzioni di cui parliamo siano 
funzioni analitiche, questa funzione F(y) si otterrà effettiva- 
mente, come funzione analitica di y, ponendo in f{x) per x il suo 
valore •\{y). 

Ciò premesso, sarà facile dimostrare che se X-^, è uno degli 
estremi oscillatorii dei rapporti incrementali di -ì^i^y) per y com- 
preso fra a e ò, ed è atto all'integrazione in questo intervallo, la 
funzione f\_^[y)\'-i. sarà atta essa pure all'integrazione nel mede- 
simo intervallo, e si avrà la formola: 

(51) \n?')dx=im{y)'Hdy^ 

che, se Xj,^|'(i/), si riduce alla formola ordinaria del metodo 
l'integrazione per sostitnzione. 

Supponiamo infatti dapprima che f{j:) aia sempre finita fra 
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a e ^, e X^ sia essa pure sempre finita fra a e p ; e immaginiamo 
scomposto V intervallo (a, b) in intervalli parziali d'i , S'^i , . . . , 8'« 
piccoli a piacer nostro, supponendo anche, per fissare le idee, che 
sia a<J). 

A questi intervalli S\^ ^t t • • • i ^n relativi ad y ne corri- 
sponderanno altri 5f , 5f , . . . , 8n relativi ad x nei quali yesnk a 
scomporsi P intervallo (a, p), e i cui estremi si determineranno per 
mezzo della formola x=^); e siccome ^) è continua fra a e p, 
pel teorema di Gantor (§. 42) si potranno prendere gli intervalli 
5\ , S'^ , . . . , S'n talmente piccoli che gli intervalli 5| , 8^ , . . . , in 
siano tutti inferiori a quel numero che più ci piace a. 

Inoltre per le nostre ipotesi si avrà (§. 198 nota) S«=X«§'«, 
essendo X« un numero determinato compreso fra il limite inferiore 
e il limite superiore di X^ nelP intervallo 8', ; quindi, se f(Xt) è il 
valore di f(x) corrispondente al punto Xt nell^ intervallo 8«, e y« è 
il valore di y che corrisponde a x, nelP intervallo 8'«, avremo: 

|8.A^.)=|/I<l'(y.)]x.8'.=|/I«I.(y.)]x..8'.+|/T<Ky.)](X»-M2'., 

ove Xy, è il valore di X^ nel punto y«; e poiché f{x) è atta alla 
integrazione fra a e p, e col crescere indefinito di n la somma 

n 

2/^W(y»)](^y,~"^)8'» ha per limite zero perchè X.^ è pure atta alla 
integrazione fra a e &, e si ha in valore assoluto: 



» 1 



ove L è il limite superiore dei valori assoluti di /{x) fra a e p, si 
vede subito che passando al limite si otterrà ; 

J f{x)dx = lim;|/[4>(y.)] X^, 8'. , 

e quindi evidentemente per dimostrare la formola (51) basterà 
mostrare che la funzione /[4^(y)]X^ è atta alla integrazione fra a e i. 
Ciò risulterebbe subito dal teorema sulla integrabilità dei 
prodotti, quando la integrabilità di /I^(y)] fra a e b potesse dirsi 
conseguenza immediata di quella di f{x) fra a e p, ma poiché ciò 
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non si vede chiaramente a meno che non si pongano altre condi- 
zioni limitative per f[pe) o per ^{y\ occorrerà procedere altrimenti. 

Osserviamo perciò che, sussistendo evidentemente la parti- 
colarità ora indicata nel caso speciale in cui f{x) sia costante fra 
a e p, potremo supporre che f{x) sia sempre positiva ; poiché, ove 
noi fosse, basterebbe considerare invece di f{x) la funzione f{x)-\-c 
ove e è una costante scelta in modo che i\x)-rc sia sempre posi- 
tiva fra a e p. 

Ma anche X^ nei punti y ove è differente da zero fra a e p 
sarà sempre positiva o sempre negativa perchè ^{y) è sempre 
crescente o sempre decrescente quando y varia da ex a p; quindi, 
supponendo p. es. che X^ ove è diversa da zero sia sempre positiva, 
e indicando con X', e A'« i limiti inferiori e superiori di X^ nel- 
l'intervallo 8',, con U e L, quelli di f{x) nelP intervallo 8,, e con 
D', r oscillazione di /t^(y)]X^ nell'intervallo S,', avremo evidente- 
mente: 

ovvero: 

D'. ^ L.(A'.-X'.) + X'.(L,-?.) , 

e quindi, osservando che X',8', ^8», si potrà scrivere anche: 

D'.8'. ^ L(A'.-X'.)8'.+ '(L.—l,)h. , 

essendo L il limite superiore dei valori assoluti di f(x) fra ex e p; 
e questa evidentemente per le ipotesi che abbiamo fatto sulla 
integrabilità di X.^ e di f{x) nei respettivi intervalli (a, b) e (a, p) 

n 

ci permette di dire che limyD'«S'«=0, e che in conseguenza la 

funzione f\_^{y)^ è atta alla integrazione fra a e & e si ha la 
formola (51). 

Dimostrata la formola (51) pel caso che f{x) sia sempre 
finita fra a e &, si passa subito al caso in cui f{x) pure restando 
atta alla integrazione fra a e p diviene infinita in un gruppo finito 
o infinito di punti di prima specie fra a e p, e X^ diviene anch'essa 
infinita in un gruppo finito o infinito di punti di prima specie fra 
a e 5, essendo sempre atta alla integrazione in ogni intervallo 
in coi è finita (e quindi anche (§. 238) nell' intiero intervallo 
da a, a V). 
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Si osservi infatti che, per le ipotesi che noi facciamo, V inte- 

rx 
graie / f{x)dx ove x è compreso fra a e p (a e p incl.) sarà una 
Ja 

funzione finita e continua F|(a;) di x in questo intervallo, e per 

essere x=^{y) potrà anche considerarsi come una funzione F|[4^)] 

di y pure finita e continua nelP intervallo (a, 6); e per quanto 

abbiamo dimostrato questa funzione F|[(]>(y)] godrà della proprietà 

di servire alla determinazione degli integrali 1 /I^(y)]X^^ in 

Jc 

tutti gli intervalli (e, d) nei quali /*['Ky)] ® ^ sono finiti, per 
modo che si abbia: 

F,[<I.(d)]-F,[4.(c)]= ÌAmì^dy. 

Questo pel teorema del §. 233 basta per poter dire che 
/Tl^Cy)]^ s^fà fitta air integrazione anche nelV intiero intervallo 
(a, ò), e che la stessa formola si avrà anche negli intervalli (e, d) 
nei quali cadono punti d'infinito di f\j^y\ o di X^; quindi sarà 
sempre: 

r^{d) rd 

/ f{x)dx= /t^(y)]X^dy, 

per tutti i punti e ^ d delP intervallo (a, &), e questo evidente- 
mente completa la dimostrazione della formola (51) sotto le 
ipotesi che noi abbiamo fatto in principio. 

271. Finora abbiamo ammesso che 4^(y) col passare di y da a 
a h fosse sempre crescente o sempre decrescente secondochè a^P 
o a^p. Ora ammettiamo invece che questo non accada, suppo- 
nendo dapprima che ^y) abbia fra a e 6 un numero finito di 
massimi e minimi nei punti a| , a, , . . . , Om e non abbia tratti 
dMnvariabilità. 

Allora se si ha p. es. a<CP , e il massimo dei valori che prende 
4*(y) fraae&èpeil minimo è a, questa funzione ^ìj) avrà 
ancora tutti i suoi valori compresi fra a e p, e in particolare 
saranno compresi f ra a e p o saranno uguali a questi numeri i 
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raion $(a,ì, ^a^), . . . ^{a„) corrispondenti ai massimi e ai minimi 
di ^(ff), ma mentre ad ogni valore di y fra « e ft corrisponderà 
ancora nn solo valore di x fra ix e ^, non sarà più vera V inversa, 
cioè che ad ogni valore di j; fra a e p corrisponda un solo valore 
dì !/, per modo che la funzione inversa che nel paragrafo prece- 
dente rappresentammo con f{x) non sarà più h un sol valore a 
meno che non ai spezzi l'intervallo totale (a, b) negli intervalli 
parziali {a, «,), fn,, «jV . . pei quali siano verificate le condizioni 
del paragrafo precedente. Però considerando ancora a; come una 
funzione di i/ definita dalla formola ^^^='1^(^)1 ^ in conseguenza f(x) 
come una funzione /T'K?)] '" J fra a e 6, e ammettendo che uno 
degli estremi oscillatorii 'k.^ di <^(if) fra a e ò sia atta alla integra- 
zione, basta osservare che nell'intervallo da « a «, la funzione 
']i(y) va sempre crescendo, da a, a a, va sempre decrescendo ec. . . 
per dedurne che avremo ancora le formolo : 



fix)dx= m!f)]^dy. 



\ /t-Kyìm^. 



e ora sommando membro a membro queste eguaglianze, coU'os- 
8«rvare che in ogni punto x- la funzione fix) ha un valore unico 
e determinato, si trova di nuovo la formola (51). 

Se poi il massimo M o il minimo m dei valori r[i(y) fra a e 6 
tutti i; due questi numeri sono ancora finiti ma non sono com- 
presi fra a e p, allora, col variare di y da a a &, ^,y) prenderà 
valori anche fuori dell' intervallo (a, p), e converrà considerare a: 
ds M a M invece che da a a p, supponendo che /t^) sia data e sia 
atta alla integrazione in tutto questo intervallo (m, M), o almeno 
immaginandola continuata anche fuori dell'intervallo (a, p) fino 
a m a M con una funzione che sia sempre a un sol valore e sìa 
atta alla integrazione; dopo di che le formole precedenti conti- 
nueranno ad avere un sìgniticato e a sussistere rigorosamente, a 
quindi condurranno ancora alla formola (51). 
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Qaesta forinola poi sussisterà eTidentemente anche se la fon- 
zione 4Ky) b^ ^^ numero finito di tratti d^ invariabilità fra a e &; 
poiché se (a| , a^) è uno di questi tratti, allora pei valori di y 
compresi in esso si avrà X^=0, e oltre a questo sarà 4^(ai)=4K^f) « 
e quindi la seconda delle formolo precedenti continuerà ancora a 
sussistere, come sussisteranno sempre quelle corrispondenti agU 
altri tratti d* invariabilità che si avessero in (|>(y), o ai tratti rima- 
nenti i cui estremi sono in punti di massimi e di minimi di 4^) 
o in punti limiti d^ invariabilità, e in conseguenza si avrà ancora 
la formola (51). 

Coi soliti processi poi si estende la formola (51) al caso in 
cui 4Ky) abbia fra a e 6 un numero infinito di massimi e minimi 
o di tratti d^ invariabilità, purché questi massimi e minimi e i 
punti estremi dei tratti d'invariabilità costituiscano un gruppo di 
punti di prima specie. 

272. Passiamo ora a considerare il caso in cui uno almeno dei 
limiti di uno o tutti e due gli intervalli (a, P) e (a, b) della for- 
mola (51) è infinito; e per questo incominciamo dal supporre che b 
solt^to sia p. es. -|-oo , per la ragione che la funzione 4^(y), che 
ora supporremo data in un intervallo infinito, non diviene uguale 
a p altro che per y=oo ; e ammettiamo che ^{y) debba riguardarsi 
come continua anche per y=oo , per modo cioè che sia lim ^(y)=p. 

y=a> 

Allora, ammettendo che siano soddisfatte le condizioni per 
le quali la formola (51) sussiste per ogni intervallo rispetto ad x 
che vada ia a a un numero P — e vicino quanto si vuole a p, 
per un intervallo rispetto ad y che vada da a a un numero arbi- 
trabitrariamente grande, e ricordando il teorema del g. 233, o più 
semplicemente passando al limite per y=oD nella formola : 



r^{y) fy 

\f(x)dx=\my)]k^dy, 



che per le nostre ipotesi sussiste rigorosamente per ogni valore 
finito di y, si troverà ancora la formola (51). 

Similmente si trova che questa formola sussisterà anche 
quando sia a= — 00, 6=-(-cx), purché allora pei valori reali 
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di y la funzione ^(y) prenda almeno una volta tutti i valori fra 
a e p, ma in modo però che <|)(y) in ogni intervallo finito preso fra 
a e 6 abbia i massimi e minimi e gli estremi dei tratti d^nva- 
riabilità in punti costituenti un gruppo finito o infinito di prima 
specie. 

273. Supponiamo infine che una almeno delle due quantità a 
e p sia infinitamente grande e sia p. es. p=oo , restando però f{x) 
atta alla integrazione fra a e oo . Allora, se b sarà finito e ']>(y) 
dovrà riguardarsi come continua anche per ^=6, per modo cioè 
che sia lim(|)(y)=oo , supponendo p« es. a<Ch^ e indicando con 6| 

un numero positivo arbitrariamente piccolo, si avrà: 



f{x)dx= f[^(y)]^dy, 



e al limite sarà: 



f{x)dx=Um / fm)lhdy= / m(y)]^dy, 

talché la formola (51) continuerà ancora a sussistere. 

Similmente, se insieme a p=:oo si avrà &=oo e ^{y) sarà 
continua anche per 2/=oo, allora per ogni valore comunque grande 
di &| si avrà: 






e al limite sarà ancora: 

ÌAx)dx= lim frm'ìHdy = ffmy^dy -, 

talché osservando che uguali risultati si hanno nel caso in cui 
anche a o a o tutti e due questi limiti siano uguali a — oo, si 
può ora affermare che: ' quando la funzione f(x) in un intervallo 

* finito o infinito (a, p) è atta alla integrazione, P integrale 

* / A^)^i mediante la formola x^^) può sempre trasformarsi 

Jet 



">ff\ 



nell'altro 1 f[M.yy?^^H^ 



ove Xi 



3 degli estremi oacillatorii 



" dei rapporti iucrementali di i{iiy), tutte le volte che questa fun- 

* zione tras formatrice '(/{y) in due puali a e h dell'intervallo finito 

* a ìufinito ia cui è data prende i valori a e ^, e nell' iatervalla 

* (a, 6) è sempre finita e continua, e ammette un estremo oscilla- 
' torio \-^ atto alla integrazione, e nel medesimo intervallo (a, h\ 
' o in ogni sua porzione finita, se è infinito, la stessa funzione 

* '^(y) ha i massimi e minimi e gli estremi dei euoì tratti d' inva- 

* riabilità in punti costituenti un gruppo finito o infinito di prima 
■ specie. 

Si ammette qui che f(x), pure essendo sempre atta alla inte- 
grazione nell'intervallo (a, P), possa anche divenire infinita in 
uà gruppo finito o infinito di punti di prima specie, e lo stesso 
si ammette per Xj, nell'intervallo (a, b); e si potrebbe inoltre 
supporre che anche if{ij) divenisse infinita in alcuni punti 7 e 
presi fra a e è, intendendo però allora che /(.r) fosse data o fosse 
continuata con una funzione atta alla integrazione anche fuori 
dell'intervallo (a, p). 

274. Aggiungiamo die invece della condizione che f{x) sia 
atta alla integrazione fra a e {B sì può anche porre l'altra che la 
funzione trasformata ^['K!')]^i ^'* *^t* *'^^ integrazione nel 
nuovo intervallo (11, b). 

Limitandoci infatti a considerare il caso in cui gli intervalli 
(a, p) e {a, b), come le funzioni f\x) e X^ , sono sempre finiti, 
perchè coi soliti passaggi ai limiti si estendono poi gli stessi 
risultati anche agli altri casi, si pub osservare che scomponendo 
l'intervallo {a, h) negli intervalli parziali 5', , ò'j, ... , 5'„, e indi- 
cando con 8, , Sj , . . . , 5„ quelli corrispondenti dell' intervallo (a, p), 
e con /, e L, i limiti inferiore e superiore di f{x) nell' intervallo fi, 
come già si fece nel §. 270, si trova subito che: 

Ì(L.-;,)5.=V(L.-/,)X,§',=yL.X.S',-Vu.5'.= 
T T T T 

=yL,X,'.5',-2UB',5-,+VL.(X.-X03'.+2/.(X/,-X.)8'., 
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ove X, è un numero determinato compreso fra i limiti inferiore e 
superiore di X^ nell'intervallo S',, e Xy^ e Xy', sono valori che 
effettivammte prende X.^ in due punti qualsiansi ^«, ya di questo 
intervallo 8',. 

Ora se a<Cb. e L è il limite superiore dei valori assoluti di 
f(x) fra a e p, e X', e A', sono i limiti inferiori e superiori di X^ 

n " 

nell'intervallo 5',, le somme Yl^'C^» — ^y.)^'»»2-^»(^y* — M^'» sono 

n 

numericamente inferiori all'altra L]|^(A',-X',)8', ; quindi, poiché X^ 

1 

è atto alla integrazione fra a e ò, quando le 8'^, 8'^,. . , ^ 8'n siano 

n n 

prese abbastanza piccole le somme2l^,(X,— Xy,)8'« , ^^'C^^'*""^»)^'* 
saranno arbitrariamente piccole. 

n n 

Considerando poi una delle sommeJI^f^y.S',, 2 ^»^y'«^»'» 

p. es. la prima di esse, osserveremo che siccome L« è il limite 
superiore dei valori di f{x) nell'intervallo 8,, esisterà un punto ^ 
in quest'intervallo nel quale la funzioìie f(x) prende effettivamente 
il valore L« o prende un valore /"($,) vicino a L, più di un numero 
arbitrariamente piccolo o; e se per y, si suppone preso il valore 
di y corrspondente allo stesso punto £« , X^^ sarà il valore di X^ 
nel punto stesso 2/«i 6 così avremo: 

1 T 

essendo (o una quantità numericamente inferiore a r3AS«8'«, o a 
oA(6 — a), essendo A il limite superiore dei valori assoluti di X^ 
fra a e 6. 

Similmente si avrà: 

V Z.Xy',8'.=y/t(Ky'.;]Xy',8'. + co, , 
1 T 

ove o)| è una quantità inferiore anch'essa a aA(6 — a); quindi 

n n 

evidentemente, poiché le somme y/l](|>(y,)]Xy,8',,Y/l](Ky',)]Xy',8', 
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hanno ambedue per lìmite T integrale r flMvyj^^V^ perchè se- 

condo le ipotesi fatte la funzione /I4^(y)]^ è atta alla integra- 
ti 
zione fra a e 6, si conclude che limY(L, — /,)8,= 0, e questo 

mostra appunto quanto abbiamo enunciato sopra. 

E da notare che quando la funzione ^{y) soddisfi alle con- 
dizioni poste nel paragrafo precedente, i risultati qui ottenuti 
permettono di dire che la integrabilità di f{x) fra a e ^ porta 
quella di /*[^(y)]X^ fra a e 6 e viceversa; e quindi il metodo 
d* integrazione per sostituzione può anch'esso servire a giudicare 
se una funzione sia atta o nò alla integrazione in un dato inter- 
vallo finito o infinito. 

274. Aggiungerò ora che quando la funzione trasformatrìce 
non fosse data o non volesse considerarsi nelP intervallo (a, P), 
o in questo intervallo non soddisfacesse alle condizioni poste 
sopra, ma, supposti p. es. a e ^ ambedue finiti e oi<Cfi, la stessa 
^(y) fosse conosciuta in alcuni intervalli fuori delP intervallo 
(a, p), e pei valori a e 6' di y, essendo a'<Ca e b"^h prendesse 
uno stesso valore y compreso fra a e p, e nei due intervalli (a, y), 
(a , a'), come nei due (y , p), (&', h) fossero soddisfatte tutte le 
condizioni che si sono poste sopra per f{x) e ^(y) negli intervalli 
(a, p), (a, ò), allora evidentemente sarebbe: 

] A^)d^ = I fimìH dy , j mdx =J fimì^ dy , 

.TP 

e quindi per trasformare l'integrale / f{x)dx invece della formola 

•/a 

(51) si potrebbe fare uso dell'altra: 

(52) / f{x)d^= / /T4<y)]X^dy + / fWy)Hdy , 
che per a'^ — oo e 6'=oo si può anche scrìvere: 

(53) / f{x)dx — / my)'H^y- / fimì^dy . 

J(f^ •/—pò J^ 
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E così in particolare, supponendo 4>(y) = — , quando a e p 
sono di s^no contrario e a p. es. è negativo, si trova di qui che 

per trasformare P integrale / f(x)dx si potrà fare uso della for- 
inola : ^ 

-OD -Q 

giacché ora si ha Xy = -. 

276. Farò infine osservare che quando invece di esser data la 
funzione ^{y) sia data la funzione ^{x) che stabilisce la relazione 
y=^(x) che corrisponde a quella che prima avevamo x=^(y\ 
allora sotto condizioni simili a quelle dei casi precedenti si ha 
una formola di trasformazione analoga alla (51). 

Supposto infatti che (p{a) e <p(P) siano differenti fra loro, e 
che col passare di 2; da a e p (p{x) resti sempre continua e sempre 
crescente o sempre decrescente secondochèfp(a)<C9(P) o 9(a)>9(p), 
si vede subito che insieme alla relazione ij=^{x) si avrà la rela- 
zione inversa x=f^{y\ essendo ^(t/) una funzione che, per y com- 
preso fra ^a) e ^(P), è finita continna e a un sol valore, e che 
col passare di y da (p{a) a ^(P) passa sempre crescendo o sempre 
decrescendo da ex a P; e per questa funzione ^y) i rapporti incre- 
mentali, come i loro estremi oscillatorii, in ogni punto y fra y(a) 
e ^(P) saranno evidentemente gli inversi di quelli della funzione 
(p{x) nel punto corrispondente x; e soltanto questi estremi oscil- 
latorii saranno invertiti naturalmente fra loro, e potranno quelli 
che sono destri per <p(y) corrispondere a quelli che sono sinistri 
per y(a?), e viceversa. 

Indicando dunque con X^ uno degli estremi oscillatorii dei 

rapporti incrementali di ^(x\ e con Xj, quello inverso di (|)(y), se 

1 . . 

si saprà che V inversa r- di X^ considerata come funzione di a? è 

? 
atta alla integrazione fra a e p, e se indicando con ^^ la 
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espressione ^y~ considerata come funzione di y si saprà altresì 
che essa è atta alP integrazione fra ^(a) e ^(p), o si saprà invece 
che tale è la funzione di x '-^ \ o f(x) fra a e p, allora, pei 

« 

risultati dei paragrafi precedenti, avremo la formola : 




dy = 




ovvero: 



(55) 




nella quale a X^ può sostituirsi la derivata ^\x) tutte le volte che 

questa derivata esiste e che la sua inversa -tt-t è atta alla inte- 

grazione fra a e p. 

276. Questa formola, nella quale, come abbiamo già detto, 

Y" s'intende già ridotto funzione di y, è analoga alla (51). 

Però, onde essa sussista, si richiede che ^{x) soddisfi alle condizioni 
dette sopra, e in particolare si richiede che col passare di ^ da a 
a p, rf[x) vada sempre crescendo o sempre decrescendo. 

S' intende subito infatti che se questo non fosse la relazione 
inversa x=^(y) non potrebbe aversi per mezzo di una funzione 
^{y) che fosse a un sol valore fra ^(a) e ^(P); e se p. es. avvenisse 
che col passare di a; da a e p la funzione ^{x) andasse crescendo 
finché a; va da a a Y, e poi decrescesse col passare di a; da y a p, 
essendo y un numero compreso fra a e p, si avrebbe ancora cer- 
tamente: 



(f{x)dx = 



Cf. 




dy + 
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ma qaantunqae almeno uóa parte del secondo intervallo 
[?(t)» ?(P)] appartenga al primo [^^a), 9(7)], e nelle integrazioni 
queste parti comuni siano percorse in senso contrario, pure non 
può dirsi che i due integrali del secondo membro si riducano a un 
solo integrale esteso da f (a) a f (^), perchè evidentemente la fun- 
zione Y^ considerata come funzione di y, per il medesimo valore 

di y, almeno ordinariamente, non verrà ad avere lo stesso valore 
nei due integrali, per la ragione che anche per lo stesso valore 
di y i corrispondenti valori di x che in essa ordinariamente figu- 
rano non sono ordinariamente gli stessi. 

E così quando sia p. es. y=9(a?)=sena;, si avrà: 



ovvero : 



jr«')-jf^W*+ 




are cos y j 



ove il radicale deve essere preso positivamente, e arcseny e 
are cos y indicano gli archi inferiori a — che hanno per seno o per 

coseno y; e evidentemente in generale non si avrà / f{x)dx= 0. 

^0 
277. Passiamo ora a parlare della integrazione per serie dando 

dei casi in cui il teorema sulla integrazione delle somme finite si 

estende al caso delle somme infinite, per modo cioè che V integrale 

definito della somma di una serie data sia la somma della serie 

formata cogli integrali definiti dei termini della primitiva, o, come 

si dice, 8ia applicabile Vintegrazione per serie. 

Per questo incominciamo dalPesporre il seguente: 



00 



Teorema. Se i termini u^^ u^^...<i Un,. .. di una serie^^ m, 
sano funzioni di x finite e atte alla integrazione in un intervallo 
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finito (a , p), e in questo intervallo la serie stessa è convergente in 
ugual grado, la sua somma f{x) oltre essere una funzione sempre 
finita di X neUTintervaUo (a, P) sarà atta alla integrazione nello 

sfosso intervallo, e la serie\ 1 u^dx f orinata cogli integrali fra a 



a 

00 



e^ dei termini della serie data ^Un sarà convergente, e avrà per 
somma Vintegrale definito fra a e ^ deUa somma f{x) della serie 

00 

stessay^Un {cioè sarà applicabile Vintegrazkme per serie), e si 
avrà: 

(56) / f(x)dx ^\ / undx . 

Ja ^^a 

Osserviamo infatti che, se n è un numero finito qualunque, 
si avrà: 

(57) f(x) = Ut+Ut-^..-\-Un-\-Rn, 

00 

essendo R„ il resto della serie 2^? e siccome questa serie è con- 
vergente in ugual grado nell' intervallo (a , p), per ogni numero 
positivo e comunque piccolo a, esisterà un numero finito m tale 
che pei valori di n non inferiori ad m e per ogni valore di x 
compreso fra ex e p (a e p incl.) si abbia in valore assoluto Rii<a. 
Così essendo, supponiamo che n sia un numero maggiore di 
questo numero m; e immaginando scomposto P intervallo (a, P) 
in intervalli parziali S«, Sg « . . . , Sp, indichiamo con Di,., D,,,, 
. . . D„,, , D^,,, Dr,, le oscillazioni di ti| , tij , . . . , tiN^ f{x) e R« 
neir intervallo 5«. Si avrà: 

perchè evidentemente i valori di f{x) nelP intervallo S« non supe- 
reranno la somma dei limiti superiori di t«|, ti^, . . . , Un e Rn nello 
stesso intervallo, e non saranno inferiori alla somma dei limiti 
inferiori di queste quantità; quindi osservando che, dietro quanto 
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abbiamo detto sopra, il Dr,« in qualunqae intervallo 8« sarà infe- 
riore a 2a , si troverà subito che : 

|'s,D^,.<2S.D.,.+y8.D,,. + ..+;^8.D„,. + 2o(p-a). 

* 

Ma, siccome t<| , w^ , . . . , tt„ , . . sono atte alla integrazione fra a 
ep, dopo di avere fissato w e o, potremo prendere le 8,, 8j,... 8p 
talmente piccole che le varie somme del secondo membro siano 

inferiori a quel numero che più ci piace come p. es. a — , e allora 
si avrà: 

VS.D/,,<o+2a(a-p); 
1 

quindi, poiché a è arbitrariamente piccolo, si conclude intanto 



00 



(§. 185) che la somma f{x) della serie^ Wn sarà atta alla integra- 

T 

zione nell'intervallo (a, P). 

Dimostrata ora l'integrabilità della funzione f{x) fra a e p, 
e quindi anche quella di R», la formola (57) ci darà subito: 

/•p n rp rp 

/ f{x)dx — \ / u^dx = / Rnda; ; 

e ora continuando a supporre che n sia superiore al numero m 
indicato sopra, per modo che in valore assoluto si abbia Rti<C<3 
per tutti i valori di a; fra a e p, si vede di qui chiaramente che in 

valore assoluto sarà / R„ctr<o(p— a), e quindi pure in valore 

assoluto si avrà per qualunque valore di n superiore ad mi 

' r? n rp 

/ f{x)dx — y / w„da:<o{p-a)*, 

X ^ TP 

e questo mostra appunto che la serie^ I Undx è convergente e 
p ^^cf. 

f\x)dx della somma della serie data 

S5 
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00 



V Un ; talché il teorema enunciato sopra può dirsi completamente 

dimostrato. 

E da osservare che, secondo la dimostrazione fatta, onde 



oc 



concludere che la somma della serie T Un è integrabile fra a e ^ 

T 

basterebbe sapere soltanto che questa serie è convergente in ugual 
grado semplicemente (§. 91) fra a e P; ma finché si resta nel caso 
generale, e finché non si hanno altre condizioni, per dimostrare 

che la serie^ / Undx degli integrali è convergente e ha per som- 
ma r integrale della somma della serie data Sum conviene ammet- 
tere la convergenza in egual grado in modo assoluto della serie 
data stessa £um. 

278. Si aggiunge che, sotto le ipotesi contenute nelPenunciato 
del teorema, si ha anche la formola: 



Jrx n reo 

' f{oc)da!—y^ j Uh 



diZ?<o(p — a), 

che vale per tutti i valori di a; fra a e p; e siccome la differenza 

XX n rx Qo rx 

f{x)dx — 2 / ^ndx non é altro che il resto 2 / ^ndx della 

serie degli integrali presi fra a e ^r, si può anche asserire che 

00 

quando per la serie ^ Ww i termini W| , Uj , . . . , Wn • • sono finiti e 

atti alla integrazione fra cf.e%ela serie stessa nelVintervaUo (a, p) 

00 rx 
è convergente in ugual grado, anche la serie\ j Undx degli inte- 
grali presi fra cf.e x sarà convergente in ugual grado nello stesso 
intervallo (a, p). 

279. Oltre a ciò aggiungiamo che siccome le serie che vengono 
dal principio della condensazione delle singolarità sono conver- 
genti in ugual grado in qualunque intervallo finito, e i loro termini 




— 387 — 

sono sempre finiti e atti alla integrazione, si ritrova come al 
§. 187. 3.° che le funzioni da esse rappresentate sono atte alla 
integrazione in qualunque intervallo finito, e il loro integrale è la 
somma della serie degli integrali dei singoli termini presi fra gli 
stessi limiti di quello della funzione somma; talché si potranno 
avere anche in questo modo le espressioni analiticlie di infinite 
funzioni che, sebhene sempre finite e continue, mancano di derivata 
in un numero infinito di punti di qualunque porzione finita del- 
l'intervallo nel quale si considerano. 

280. Secondo quanto abhiamo detto adunque, onde essere 
sicuri che a una serie è applicabile l'integrazione definita termine 
a termine, occorre sapere che la serie stessa converge in ugual 
grado fra i limiti della integrazione. Quando questo non sia, potrÈk 
darsi che speciali particolarità della serie data permettano ancora 
di applicarle l' integrazione definita fra dati limiti ; però non si 
può lasciare di osservare che quando manchi la convergenza in 
ugual grado potrit effettivamente talvolta avvenire che la somma 
della serie sia ancora continua, e ciò non ostante la serie degli 
integrali dei suoi termini sia divergente o indeterminata, o essendo 
convergente, non rappresenti l'integrale della somma della serie 
data. ^ 

S' intende subito infatti che se si avrà p. es. una serie V u„ 

i cui termini siano finiti e continui fra a e ^, e se questi termini 
si potranno scomporre in modo da dar loro la forma w„ =v„—v„i., , 
ove le i'b sono (come le i(„) funzioni finite e continue fra r e ^ che 
si annullano per J^^a, e tendono a zero col crescere indefinito 
di n , ma non con uguale rapidità pei varii valori di x, allora la 

serie V n„ non sarà coneergente in ugual grado fra a e ^ per 

quanta la sua somma sta la funzione finita e continua v,, e il suo 

integrale fra et e ;r sarà i t\dx, mentre la serie degli integrali 

oo rx 

y I ii„dx avrà per somma dei luoi prinai » termini la differenza 



XX rx 

v^dx — / V 
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X rx 

M+irfo?; talché se l'integrale i t^w+icir, a causa della 

particolarità che abbiamo in t?„ , non avrà per limite zero, la for- 
mola dell'integrazione per serie non sarà applicabile; e anzi la 

00 rx 
serie degli integrali ^ / ^ndx dipendentemente dal valore del- 

rx i-/a 

l'integrale / v^^^^dx potrà anche essere indeterminata o diver- 

gente. oo 

Ora una tal circostanza si presenta per infinite serie V Wn i 

T 

perchè se p. es. le funzioni t?,, che servono alla scomposizione di ii« 

sono date dalla formola Vn = t"! * ^ / ; i ove Am è una funzione 

di n che può anche crescere indefinitamente con n e <pw(^) è una 
funzione finita e continua insieme alla sua derivata ?'w(^) fra a e p 
che per x diverso da a cresce indefinitamente con n ma in modo 
che i?M tenda a zero con w, e per x==cf, y„ e 9,, sono uguali allo 
zero, si avrà: 

XX rx 

t;„+, dx = kn+i are tg <Ph+i(^) , e 1 v^dx = k^ are tg ^^{x) , 

ove con are tg^; in generale indichiamo il più piccolo arco la cui 
tangente è z; talché a meno che Jcn+i arctg9„+,(a:) non sia zero 
non tenda a zero, la somma della serie formata cogli integrali dei 



oc 



termini della serie data 21 

T 



f^Wn(CP) kn^i^n+i{x)' 



non sarà l'in- 



1 + 0^ l+?Ì+ia^J 
tegrale k^tiYCÌgrp^{x) della somma, e anzi la serie stessa degli 

integrali potrà anche essere indeterminata divergente. 

Così p. es., se hn è una funzione positiva di n che cresce inde- 
finitamente, e <f«=A„(a?-a)^, per x diverso da a sarà Ynm,rcig^n=% ^ 

e la serie degli integrali sarà convergente, ma non rappresenterà 
l'integrale della somma della serie data tutte le volte che /»*„ avrà 
un limite determinato e finito diverso da zero; mentre se sarà 
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p. es. kn=\ lin la serie degli integrali sarà divergente, e se sarà 
p. es. kn = senhn^ la serie stessa almeno per infinite forme della 
funzione hu sarà indeterminata. 

Similmente, se sarà : t?„= . . "W ove A'n può anche crescere 

indefinitamente con n, ^n{x) si annulla insieme alla sua derivata 
T'h("^) P®^^ a;=a, e del resto queste funzioni sono sempre finite e 
continue e tali che Vn al crescere indefinito di n sia zero o abbia 

per limite zero, si verrà ad avere: / v„+idx = Jcn+i\og[l+fn^i{x)^ , 

e a seconda del limite di ku log| 14~?n(^)ì per n = oo la serie 

00 rx 
degli integrali y / Uudx differirà dalP integrale della somma della 

serie primitiva £?/„, e potrà essere divergente o indeterminata, 

00 

non ostante che la serio primitiva \un fosse sempre convergente 

e la sua somma ^ ^^ . -^ fosse finita e continua per ogni valore 

di 07 fra a e p. 

Così p. es. quando, al crescere indefinito di n, /;» tenda a zero 
e htt sia ancora una funzione positiva di n che cresce indefinita- 
mente, se si avrà (pn{iJo) = hn(x—ay^ sarà: 

n rx rx 00 

2 / Umdx — I dxy^ Un = — ^.h-i log 1 l+^n+i (a?— tt)* | = 

iJa Ja ^ 

= — A:„+4logAn+i — *^»filog { 7 [-{x—ay j , 



*M+Ì 



e l'ultimo termine col crescere indefinito di n avrà per limite zero; 

1 ; .<». /"^ 

talché se sarà p. es. k„ = z — r- la serie degli integrali 2 / ^ndx 



rx 00 
/ dxy^Un 



sarà convergente ma non avrà per somma l'integrale 

della somma della serie data; se sarà A;n = , — r^ la serie stessa 

logAn 
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almeno per infinite fonne della fanzione hn sarà indeterminata; 



e se sarà &w= /- la serie degli integrali Y I u^dx sarà 

1 .'a 



divergente . 

281. Tornando ora al caso generale, dimostreremo che: se In 



00 



serie 2<*» ^ convergente in tutti i punti di un intervallo finito (a, P), 

tranne tutt^al piti nei punti di un gruppo finito o infinito G di 
prima specie nei quali tutti o alcuni dei suoi termini divengono 
infiniti indeterminati, o nei quali la serie data è divergente o 
indeterminata; e se al tempo stesso questi termini U| , t^ , . . . , i^ , . . . , 
quando ad essi siano attribuiti valori qualsiansi anche nei punti 
d'indeterminazione, sono atti alV integrazione fra a e ^^ e inoUre 

00 rx 
la serie degli integrali^ j Undx è convergente e rappresenta una 



00 



funzione finita e continua fra a « p, e alla serie ^Un è applicabile 

1 

Vintegrazione per serie negli intervalli fra a e ^ nei quali è deter- 

00 

minata e finita, allora la somma di questa serie 2**»»' quando le 

siano attribuiti valori qualunque nei punti d'indeterminazione, 
verrà atta alla integrazione anche nelV intiero intervallo (a, p) « 
ad essa sarà applicabile Vintegrazione pei' serie e si avrà : 

XX oo 00 rx 

per ogni valore di x fra a « p (a e p incl,). 

Con queste ipotesi infatti, se Y{x) è la funzione rappresen- 

00 rx 
tata dalla serie degli integrali^ / Undx^ essa rispetto alPinte- 

\Ja 

rx 00 

graie / dx^^ soddisfarà alle condizioni del teorema del §. 233 
esteso (come evidentemente può farsi) anche al caso che la fun- 
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zione ivi indicata con f{x) abbia fra a e p dei punti d'indetermi- 
nazione in un gruppo finito o infinito di prima specie; quindi la 

funzione ^ t^n sarà atta alla integrazione nell'intiero intervallo 

(a, ^) e la formola (58) sussisterà per ogni valore di a; fra a e p 
(a e ^ incl.), come appunto abbiamo enunciato. 

282. In particolare dunque ricordando i teoremi sulle serie 
convergenti in ugual grado formate da termini continui (§. 98), 

00 

noi possiamo ora affermare che : se la serie ^jf*H è convergente in 

tyual grado soltanto in generale fra a e p, o in quelli intervalli 
che si ottengono quando siano tolti con piccoli intomi un gruppo 
finito infinito di punti di prima specie nei quali essa è divergente 

indeterminata, ma invece la serie degli integrali \ 1 Undx è 

convergente in ugual grado in tutto VintervaUo (a, p), allora aUa 

00 

serie daia\un sarà applicabile l'integrazione per serie in ogni 

1 

intervallo fra a e p. 

283. Per quello poi che si riferisce alla integrazione per serie 



00 



fra limiti infiniti, osserveremo che se alla serieSun è applicabile 

1 

l'integrazione termifie a termine in ogni inteiDallo comunque gran- 
de ma finito (a, p), lo stesso accadrà nell'intervallo infinito (a, e» ), 
e si avrà: • 

'00 00 00 r^ 



X^ 00 00 r^^ 



00 rx 
tutte le volte che la serie integrale \ 1 Undx è convergente e rap- 
presenta una funzione finita e continua anche per x=<x) ; giacché 
allora, indicando con ¥{x) questa funzione, pel teorema del §. 258 
insieme alla formola: 

XX cxi 
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che, secondo i nostri dati, sussiste per tutti i valori finiti di .r, 
si avrà anche V altra : 



F(oo)-F(a)= /dx^i(„. 



Non sì esclude qui che in qualunque intervallo finito fra a e oo 

00 

la serie data\un possa anche avere dei punti di divergenza o 

d'indeterminazione, o dei punti d'infinito o d'indeterminazione di 
tutti o di alcuni dei suoi termini nei soliti gruppi finiti o infiniti 
di prima specie, ec. . . . 

oc 

284. Talvolta accade che data una serie Vu^ alla quale l'in- 

i 

tegrazione termine a termine è applicabile, si debba questa molti- 
plicare per una certa funzione U prima di eseguire l'integi-azione. 
Allora nel caso degli intervalli finiti (a, P) se si saprà che la serie 



oo 



2 Ww è convergente in ugual grado fra a e p, e se U sarà finita. 



00 



anche la serie TUm^ sarà convergente in ugual grado, e quindi 

T 

basterà assicurarsi che la funzione U sia atta all'integrazione per 
poter dire che si ha: 



dxVyuu = y / XSundx , 

1 1 ^a 



per tutti i valori di a? fra a e p (a e p inclus.). 



00 



Se poi la serie Yww non sarà convergente in ugual grado 

T 

fra a e p, o almeno saremo incerti intomo all'esservi o nò questa 
convergenza, o se l'intervallo (a, p) sarà infinito, allora quando 

00 

8i sappia soltanto che la serie data V w„ è convergente per ogni 

valore di x neir intervallo finito o infinito (a, p), e ad essa è appli- 
cabile V integrazione termine a termine iti questo intervallo, si 
potrà ancora assicurare che la formola: 
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sussiste per tutti i valori di x fra a e p (a e p incL) tutte le volte 

cA« la serie integrale 2 / ^^ndx della ^Uni convergente in tyual 

grado fra a e ^^ e la funzione U fra a e ^ è sempre finita e non 
fa oscillazioni o ne fa soltanto un numero finito. 

Osserviamo infatti che dietro l'ipotesi che alla serie data 

00 

Yt^N sia applicabile T integrazione termine a termine, si ha la 

formola : 
00 rx rx 00 rx n fx n rx rx 

2 / Wndo? = / dxS^Un = / dX^Un + / H^ndX^^ 1 Undx+ j RndX , 

00 

ove R„ è il resto della serie \|wm a partire dal termine (n-f-1)®, e 

1 



XX 
Undx è i 



quindi l'integrale / B,ndx è il resto corrispondente della serie 

00 rx 
degli integrali^ / Undx; talché dietro l'ipotesi che questa serie 

00 rx 
degli integrali Y 1 Undx sia convergente in ugual grado nell'in- 

tervallo finito o infinito (a, P) che qui si considera, si può esser 
certi che per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo a 

esisterà un numero m tale che per n^m P integrale / Rndx si 



sia 



sempre numericamente inferiore a a per qualunque valore di x 
fra a e p (a e p incl.). 

Si aggiunge che siccome la funzione U fra a e p non fa 
oscillazioni o ne fa soltanto un numero finito, essa e quindi anche 



00 



i prodotti Um^ , UM3 , . . . , Umw , ... e gli altri TJ^ «w, URn saranno 
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atti alla integrazione fra a e p, e si avrà: 



fa? 00 rxn rx n rx rx 

Uy u^ dx= j YVundx + / UR„cto =]£ / TSu^dx + / VRndx , 

e per un teorema noto (§§. 207 e 262) sarà in valore assoluto 
rx 
I JIRndx <Cp^i'^ i essendo p un numero finito, e U| il limite 

superiore dei valori assoluti di U fra a e ir? o fra a e P; dunque 

co rx 
evidentemente la serie \ 1 u^dx sarà convergente e avrà per 

iJoL 

XX 00 
XS\undx^ come appunto abbiamo enunciato. 

Aggiungiamo che sotto le ipotesi contenute ndV enunciato del 

00 rx 
teoreìna la serie integrale \ I JJtittdx è convergente in ugual grado 

fra a e p, giacché per ogni valore di x in questo intervallo il suo 



» / JJRndx è 



resto / JJRndx è numericamente inferiore a ^^U^a ; e oltre a ciò 

osserviamo che il teorema dimostrato continua a sussistere anche 
se U fa un numero infinito di oscillazioni fra a e p, purché allora 
in questo intervallo (a, p) la funzione U venga a perdere tutte 
le oscillazioni aggiungendovi o togliendovi una funzione di primo 
grado. 

285. Dimostriamo anche che se i termini U| , t^^ « • • • della serie 

00 

y.Un sono finiti e atti alla integrazione fra a e p, e in questo inter- 
T 

vallo (a, p) in ogni sua porzione finita se esso è infinito, la 
funzione U è sempre finita o diviene infinita soltanto in punti 
costituenti un gruppo finito o infinito di prima specie, allora si 
avrà ancora la f or mola: 



Xa? 00 oo rx 
dxU2^n=2j ^^ndx, 
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' C' 



per tum % valori x fra a e p^ e la sene tntegrau 

convergente in tufual grado in questo intervallo, tutte le voUe che 

00 

anche la serie \un sia convergente in ugual grado, e la funzione 
U resti atta alla integrazione anche ridotta ai suoi valori assoluti. 

00 

Con queste ipotesi infatti tutti i termini TJwn e gli altriU^**!! 

1 

URm saranno atti alla integrazione fra a e p, e nella formola: 

XX* ^ 00 rx rx 

il termine / URnc/a? a partire da un certo valore di n in poi sarà 

numericamente inferióre a a / U|efcc, ove a è un numero arbi- 

trariamente piccolo e TJ^ è la funzione dei valori assoluti di U; 

00 rx 
uindi la serie^ / Vu^dx sarà evidentemente convergente, e 

^ "^ a rx 00 

avrà per somma l'integrale / dxUYwn. 

•/al Qo rx 

Inoltre anche in questo caso la serie integrale Y / XiUndx 

sarà convergente in ugual grado fra a e p, perchè il suo resto 

1 JJRndx a partire da un certo valore di n in poi sarà numeri- 

•^a rx rp 

camente inferiore a a / JJ^dx e quindi anche a o / TJ^dx qua- 

lanque sia x^ e con ciò il teorema è completamente dimostrato. 
286. Occupiamoci infine anche dei limiti degli integrali definiti 

/ f(x)dx. 

Consideriamo perciò il caso in cui la funzione f{x\ che indi- 



e 



chereino ora con fj^x)^ dipende da nn parametro X che può pren- 
dere tutti i valori fra Xq e Xq+s (Xq al più escluso), o anche può 
prendere in questo intervallo soltanto un gruppo infinito di valori 
di cui Xq sia un punto limite, essendo X^ un numero che possiamo 
sempre supporre finito, e s un numero positivo o negativo, p. es. 
positivo, suflScientemente piccolo. 

Supponiamo che per ciascuno dei valori di X fra Xq e Xq+e 
che qui si possono considerare, la funzione f^{^) sia una funzione 
di X atta alla integrazione fra a e p, essendo a e p due numeri 
costanti, che dipendono anch'essi da X, per modo però che per 
X=Xq a destra abbiano limiti determinati finiti o infiniti aQ e p^; 

e proponiamoci di trovare il limite di 1 f\x)dx per X = Xq a 

destra. ^ ^ 

Ammettiamo perciò dapprima che a e p siano finiti, e che 
per tutti i valori di ar fra a e p (a e ^ incl.), ad eccezione tutt'al 
più dei valori ^^ , «^ , 13 , . . . corrispondenti a un gruppo finito o 
infinito di punti di prima specie, la funzione stessa fj^x) sia sem- 
pre finita; e per X=Xq a destra questa funzione abbia un limite 
determinato ^{x) sempre finito e che tutt' al più vada crescendo 
indefinitamente all'indefinito avvicinarsi ài x & tutti o a alcuni 
dei punti t\, i^, /g, ... ; e in questi punti ^^ , /g , . . . f^(x) sia finita 
o infinita o anche indeterminata e abbia per limite l'infinito o 
non abbia verun limite, per modo però che attribuendo anche in 
questi punti a ^{x) un valore determinato qualunque, questo limite 
venga ad essere una funzione ^(x) di x fra a^ e p^ atta alla 
integrazione. 

Ammettiamo poi che escludendo successivamente con inter- 
valli suflBcientemente pìccoli i punti t^ , i^ , ^3 , . . . col processo del 
§. 14, e escludendo anche i punti cf.Q e Pq, per ciascuno degli inter- 
valli esclusi Y), , o almeno per le porzioni di questi intervalli che a 

seconda del valore di X(*) compariscono nell'integrale / fJx)dx^ 

(") È chiaro che se («q— ^' ^0+^) ^ rinterrano che esclude il punto c/o, e 
i'0 è sufficientemoote piccolo, il numero a finirà per troTarsi sempre in questo inter- 
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gli integrali / f.{x)dx^ I ^(x)dx estesi a queste porzioni, per 

tutti i valori di X compresi fra Xq e XQ-f s'q , quando s'q è suffi- 
cientemente piccolo, si possano tutti supporre inferiori a quel 
numero che più ci piace Gq, e ciò almeno quando i successivi in- 
tervalli '/], che si prenderanno siano scelti convenientemente; e 
ammettiamo infine che, dopo di avere fatto tutte le indicate esclu- 
sioni, la funzione f^{x) in tutti i punti x degli intervalli restanti £« 
converga in ugual grado verso il limite corrispondente ^(i»), per 
modo cioè che per ogni numero arbitrariamente piccolo e positivo a 
si possa trovare un numero Eq!^® o talmente piccolo che per tutti 
i valori di X fra Xq e Xq+Sq (Xq esci.), e per tutti gli indicati valori 
di X si abbia in valore assoluto f-^{x) — ^(x)<Co. 

Allora, seguendo un processo di dimostrazione del tutto 
simile a quello seguito nel §.14 si vede subito che prendendo e'o 
sufficientemente piccolo, gli intervalli yj» che escludono i punti 
ù 1 ^2 1 ^3 1 • • • ) ^01 Po ^^ potranno scegliere in modo che la 

somma degli integrali corrispondenti / ^{x)dx, e così quella degli 

altri / fAx)dx per tutti i valori di X da Xq a Xq+s'q siano minori 

di quella quantità che più ci piace a,; quindi evidentemente si 
può scrivere: 



ff^(x)dx =2 \f4!^)dx + a', 



•P< 



/ ^{x)dos =y. l i({x)dx + a', 



Tallo, e quindi, se si sappone p. es. cro<5o, nell* integrale I /Xx)dx non comparirà 
rinterrale / esteso a tatto rinterrano indicato, ma soltanto anello «steso alla 

porzione compresa fra a e «o~h^* ^ Btesso poi ayverrà pel punto jSq. — Inrece, poi 
punti t\, »,, . . . interni airintervallo (a, jS), neU'integrale I A(x)dx compariranno 
grintegrali estasi agli intieri intervalli che sarvono ad escluderli. 
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essendo a' e a*" quantità che per tutti i valori di X che si consi- 
derano fra Xq e Xq-j-s'o, si mantengono sempre numericamente 

inferiori a Oj, e gli integrali / in ambedue queste formole essendo 

estesi agli intervalli non esclusi £« . 
Ma da queste formole si ha : 

e per le ipotesi fatte si può trovare un numero Bq ^ s'q tale che 
per tutti i valori di X fra Xq e Xq-j-Sq e per ttUtr i valori di x 

durante F integrazione, negli integrali / si abbia in valore asso- 

luto f{pi) — ^{x)<i'^\ quindi si avrà evidentemente, pure in valore 
assoluto : 

e perciò sarà: 



TP rPo 

lim / f,^x)dx=^ I ^(x)dx; 



''0 Mtìii ari 

talché si può ora affermare che quando sono soddisfatte le con- 
dizioni poste sopra rispetto a fj{Jo) e al suo limite ^{x) e rispetto 

TP /-Po . 

agli integrali / f\x)dx^ j ^(x)dx, e i limiti aQe^dìae^ sono 
finiti, il limite delP integrale / f'^x)dx esiste sempre e si deter- 

mina passando al limite sotto il segno integrale e nei limiti del- 
r integrale medesimo. 

287. È anche da osservare che, quando non si sappia nulla 

rispetto air integrabilità di ^{x) fra a e p e agli integrali / ^x)dx^ 
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ma però siano soddisfatte tutte le altre condizioni poste sopra, si 

potrà ancora aflfermare che il limite dell'integrale / fAx)dx è 

una quantità determinata e finita L. ^ 

E chiaro infatti che se [jl e v sono due valori di X fra Xq e 
Xq+Soi essendo Sq una quantità sufficientemente piccola, e se a', p', 
e a", p" sono i sistemi di valori corrispondenti di a e p, si avrà: 

(fSx)dx=^ ff(x)dx+2 fflx)dx, 

ff^{x)dx=2 K(^)^^+2 ffS^)^'^^ 

J(k -^^ -'yj, 

e quindi anche: 

jf^ix^x -Jf^{x)dx =2 r { f^{x)dx - fjx) j da; + o'-a', , 

essendo a' e o'^ quantità il cui valore assoluto può supporsi 
minore della quantità che più ci piace dipendentemente dalla pic- 
colezza di 6q e dogli intervalli t],; quindi, poiché per le ipotesi 
fatte su f)jiX) quando Sq sia sufficientemente piccolo, per tutti i 
valori di x che cadono negli intervalli £« e per tutti i valori [i. 
e V di X fra Xq e Xq + H (Xq escluso) si ha in valore assoluto 
fJ^x) — fjix) <! 2o, ove è un numero scelto a piacere arbitra- 
riamente piccolo, si conclude che prendendo e^ sufficientemente 
piccolo, per tutti i valori [jl e v di X fra Xq e Xq+Sq, le differenze 



/ f{x)dx - / fP)d 



X sono numericamente minori di quella 



quantità che più ci piace o'', e questo basta (§. 18) per poter dire 

che l'integrale / f {x)dx ha un limite determinato e finito L. 

È inoltre da notare che, trattandosi degli intervalli if]* che 
escludono i punti singolari tu igt • • • t invece della ipotesi che ab- 
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bìamo ammessa che gli integrali / fy(jx)dx a partire da un certo 

valore di X in poi siano tutti di quel grado di piccolezza che più ci 
piace, basta evidentemente far Paltra ohe ciò accada per gli inte- 
grali / \f (,r) — fj<fiò)\dx per tutti i sistemi di valori (i e v che 

può avere X fra \ e Xq+Eq, ove Sq è il solito numero sufficiente- 
mente piccolo; come si può altresì notare che il limite L dì cui 
abbiamo mostrato resistenza sotto le condizioni indicate, per 
quanto si disse nel paragrafo precedente, sarà appunto T integrale 

dei limiti / ^{x)dx^ quando questo integrale sia esso pure deter- 

minato e finito. 

288. Aggiungerò che quando i limiti a e p sono costanti e 
uguali in conseguenza a a^ e p^, e fra oCq e Pq {olq e Pq inclus.) non 
esistono punti singolari i, , tj , . . . di fi(x) o di ^(x), la conver- 
genza in ugual grado di fj<x) verso il suo limite ^{x) per tutti i 
valori di x fra ao e pQ {a^ e Pq inclus.), e la integrabilità di f){x) 
per tutti i valori di X fra Xq e Xq+Sq portano di necessità che 

pò ^ . 

V integrale / i/(x)dx sia determinato e finito, e sia in conseguenza 



/ m 



il limite deir integrale / f'j(x)dx per X=Xq. 

Si osservi infatti che prendendo Sq sufficientemente piccolo, 
per tutti i valori di X fra Xq e Xq+Sq e per tutti i valori di x fra 
^0 ® Po (^0 ^ Po ìiiclus.) si ha: 

essendo o' numericamente minore di un numero positivo arbi- 
trariamente piccolo o; si vedrà subito da ciò che scomponendo 
l'intervallo (a, p) negli intervalli parziali 8^, Sg, . . . , S„ e indi- 
cando con Dx,, e D, le oscillazioni di fy(^x) e di ^{x) nell'inter- 
vallo Sa si avrà: 
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D.<D^,. + 2<j, 
e. perciò sarà anche: 



2«»I>,<^8,D^^+2cj(p-a), 



donde si vede appunto che quando a e ^ sono costanti e uguali a 
«0 e Pq, la convergenza in ugual grado di f-^ix) verso il suo limite 
^x) e la integrabilità di f^fx) fra a e ^ o aQ e ^q portano neces- 
sariamente anche la integrabilità di <|>(a?), e si ha perciò : 

'Po 
lim / f'Jcc)dx= I ^{x)dx. 



rPo , TP 

lim / fyf^xjdx = / 4 



289. Similmente, ammettendo ora di nuovo che a e p possano 
variare con X, ma in modo sempre che siano determinati e finiti 
i loro limiti aQ e^Q^ e ammettendo anche che f ra Oq e pQ vi siano 
i punti singolari i ^ , t^ , . . . che costituiscano però al solito sol- 
tanto un gruppo finito o infinito di prima specie, si può osservare 
che se per ogni numero a si potranno trovare successivamente 
col processo del §. 14 degli intervalli r^ che escludano questi punti 
e i punti estremi a^ e Pq, e siano tali che anche al successivo loro 
impiccolirsi esista sempre un numero e corrispondente (variabile 
o nò coir impiccolire degli intervalli tj^) dotato della proprietà che 

per tutti i valori di X fra X^ e X^+s gli integrali / fy(x)dx corri- 

spondenti agli intervalli stessi y)« siano numericamente inferiori a 
quel numero che più ci piace o, allora 1* integrabilità di fy^{x) fra 
a e p e la sua convergenza in ugual grado verso il suo limite ^{x) 
in tutti gli intervalli restanti £«, porteranno di necessità che la 
funzione ^x) sia atta alla integrazione anche fra Oq e ^, e che 
si abbia quindi: 

rp rPo , 

lim I f'^{x)dx = j ^{x)dx . 



Indicando infatti con L il limite di / fJ(x)dx^ che per quanto 



"i^>' 



30 
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si disse al §. 287 esisterà certamente, per X compreso fra Xq e 
Xq-I-s, quando e sia sufficientemente piccolo, avremo: 

essendo o' e^ / f){^)^ arbitrariamente piccoli; e poiché, suppo- 

nendo dapprima che i punti t,, ij,... siano in numero finito, 
gli intervalli £« non vengono a comprendere punti singolari, e 
per quanto si è dimostrato nel paragrafo precedente si ha: 

essendo a" un nuovo numero arbitrariamente piccolo, si vede di 
qui che sarà : 



-2 /*(^)*K==-<3l, 



L 

con a^ pure arbitrariamente piccolo ; talché, osservando ora che, 
impiccolendo tutt'al più corrispondentemente il numero s, gli in- 
tervalli 7]9 possono supporsi piccoli quanto si vuole senza che a^ 
cessi di essere di quel grado di piccolezza che più ci piace, per 

la definizione delP integrale / ^(x)dx^ si avrà subito: 

e questo dimostra appunto ciò che abbiamo enunciato pel caso 
che i punti i{ , f ^ , . . • siano in numero finito. 

Col solito metodo poi questo risultato si estende anche al 
caso in cui i punti singolari »\ , i^ i • • • 9 ^n i • • • costituiscono un 
gruppo infinito qualunque di prima specie. 

290. E così dietro quanto abbiamo osservato si può evidente- 
mente affermare che, invece di quelle condizioni che abbiamo poste 

nel §. 286 per essere sicuri che T integrale / f^{x)dx ha un limite 



/"Po 
•i limiti / ^x)dx, 
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determinato e fimto e che questo limite è l'integrale / (|».(a))(^, 
basta porre per f-Ji^) le condizioni indicate nel paragrafo pre- 

cedente; e se l'integrale / f'^J(x)dx avrà un limite determinato e 

Jet. 

finito L, ma questo non sarà l'integrale dei valori 

sia perchè questo inbegrale non è determinato e finito, sia perchè 
è differente da L, allora dovranno mancare alcune delle condizioni 
stesse, come p. es. dovranno esservi infiniti punti singolari fra 
ttfl e Po che costituiscano un gruppo di seconda specie, o dovrà 
mancare la convergenza in ugual grado di fj^x) verso ^x) negli 
intervalli ^, o rispetto agli intervalli if]^ non si potranno soddisfare 
le condizioni indicate nel paragrafo precedente. 

291. Passiamo ora a considerare il caso in cui uno almeno dei 

due limiti a e p dell'integrale / f'ix)dx è infinito o ha per limite 

l' infinito per 'k=\ a destra o a sinistra, p. es. a destra. 

Supponiamo perciò per semplicità che p soltanto sia infinito 
o abbia per limite l'infinito, e a invece sia finito insieme al suo 
limite aQ*, e in questa ipotesi ammettiamo che fra a e ogni numero 
fisso e finito ma arbitrariamente grande p| siano soddisfatte le 
condizioni precedenti per le quali si ha: 

•Pi rPi 



lim / f'Jx)dx= j ^{x)dx, 





00 



e ammettiamo anche che l' integrale / ^x)dx sia determinato e 



/ ^x)dx si 



«0 r^ 
frale / fylix)dx^ 



finito e che col tendere di X a Xq l' integrale / fylix)dx^ per quanto 

P sia già infinito o cresca indefinitamente, abbia sempre un valore 
determinato e finito, e per ogni valore di X fra Xq e Xq+Sq, ove Eq 
è determinato e sufficientemente piccolo, converga in ugual grado 
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verso il 8U0 valore, per modo cioè che per il valore scelto di Sq e 
per ogni numero positivo e arbitrariamente piccolo a sia possibile 
trovare un numero y tale che per ogni valore di P' compreso fra 

Y e p e per tutti i valori di X fra Xq e "^q-^-Bq (X^ esci.), si abbia 
in valore assoluto / f\{x)dx •< o. 
Allora, siccome si ha: 

/ f.{^)d^' / mdx= / fAx)dx^ / mdx+ / A{x)dx^ / ^x)dx, 

se sì osserva che P| può prendersi superiore a y, e così grande che 

/•OD 

si abbia anche / ^{x)dx <C Oj , essendo o^ arbitrariamente pic- 



/»00 



colo, e i due primi integrali del secondo membro possono supporsi 
differenti Tuno dall'altro tanto poco quanto si vuole, si conclude 
che sotto le ipotesi fatte si ha la formola seguente: 

.p /-OD 



lim / f {x)dx= j ^{x)dx^ 



'0 

che è quella che generalizza la proprietà data nel §. 286 pel caso 
che a e p fossero finiti tanto essi che i loro limiti. 

292. Faremo notare che per la dimostrazione di questa formola 

rP 

non importa propriamente supporre che P integrale / f^{x)dx 

converga in ugual grado per tutti i valori di X f ra Xq e XQ-f-eo* ^^ 
basta evidentemente supporre che per ogni numero positivo e 
arbitrariamente piccolo a esista un numero speciale p| maggiore 
di un numero sufficientemente grande (quello cioè a partir dal 

quale si ha / ^{x)ch <C a^) pel quale si possa trovare un corri- 

A 

spondente numero e dotato della proprietà che per tutti i valori 

rP 

ai X fra Xg e Xq-)-« si abbia in valore assoluto / fAx)dx <C o. 
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Quando poi non si sappia nulla intomo alla integrabilità di 
^{x) fra a e 00, ma del resto siano soddisfatte tutte le altre 
condizioni poste nel numero precedente, e sia pure soddisfatta 
quella relativa alla convergenza in ugual grado di fJ^x) fra Xq e 
Xo+Sqi o quella della esistenza per ogni numero q di un numero 
speciale p^ pel quale fra Xq e Xq-j-s, quando e è sufiScientemente 

TP 

piccolo, si ha in valore assoluto / f(x)dx<Zo^ allora si potrà 

ancora affermare che V integrale / fj^xjdx ha un limite determi- 
nato e finito per X=X0 a destra, ma non si potrà dire però che 

••00 

questo limite sia appunto T integrale / i^x)dx pel quale invece, 

còme abbiamo detto, si è incerti anche sulla sua esistenza. 

È chiaro infatti che se (l e v sono due valori qualunque di X 
fra Xq e Xq-j-S) e e è sufficientemente piccolo, e se a', ^\ e a'", ^"^ 
sono i valori corrispondenti di a e p, e p| è il numero ora indicato, 
sarà: 

rP' fp' rp. rp. /-p' rP' 

Ja' f" JaT * Ja: ** Ja * ^p, ^ \ 

e siccome i due ultimi int^p^li del secondo membro per le ipotesi 
fatto sono arbitrariamente piccoli, e i due primi quando s è abba- 
stanza piccolo differiscono ambedue tanto poco quanto si vuole da 

/ ^{x)dXy pel teorema del §.18 si può concludere appunto che 

r integrale | fJ(^)dx ha un limite determinato e finito L per X^Xq; 

J(X /•OD 

ma non risulta di qui che V integrale / i^x)dx debba essere deter- 
minato e finito e che quindi debba essere appunto il limite L di 
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293. Però se la conver<:fenza dell' integrale / f {x)dx f ro Xq e 



j / f(,x)dx 



^o"r*o quando Sq è sufficientemente piccolo sarìi convergenza in 
ugual grado, o, anche più generalmente, se per ogni numero posi-» 
two e arbitrariamente piccolo & esisterà un numero y tale che per 
ogni valore di ^^ maggiore di y si possa trovare un numero s 
dotato della proprietà che per X compreso fra Xq e Xq-Hi quando P 
sia divenuto già maggiore di p^, si abbia sempre in valore assoluto 

I A(^)^^<C^i allora, quando restino ferme le altre ipotesi pre- 

cedenti, è facile vedere che l'integrale I ^(x)dx avrà il valore 
determinato e finito L. •^^o 

Si osservi infatti che in questo caso per p|>-T dalla formolft; 



rP rPi rP ^ 

/ f^{x)dx= / f^{x)dx+ / f^{x)dx, 

JOL J^ «/p^ 



si ha: 

'P rPi 



/•p rPi 

fylix)dX= f^(x)dX + hO, 



con A numericamente inferiore ad uno; e poiché possiamo sup- 
porre e tanto piccolo che per tutti i valori di X fra Xq e Xq+s gli 

rp rh 

integrali 1 fAx)dx , / fSx)dx diflferiscaiio dai loro limiti respet^ 

tivì Le/ (|>(a;)c2a? meno di un numero positivo arbitrariamente 

piccolo Oj, si avrà: ^g 

L — / ^{x)dx = 2A'o, -|- Ao , 



«0 



con A' numericamente minore di uno per tutti i valori di p| supe- 

/•OO 

rieri a y ; e questo dimostra evidentemente che T integrale / ^x)dx 
è determinato e finito e il suo valore è L. •^ *o 
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Questo poi ci permette evidentemente di dire che quan 
sono soddisfatte le condizioni del paragrafo precedente per le 




quali r integrale / fAx)dx ha un limite determinato e finito L, ma 

^ r»00 

questo limite non è V integrale / ^{x)dx perchè questo integrale 

è infinito o indeterminato, bisognerà necessariamente che le 
condizioni poste sopra rispetto alla convergenza in ugual grado 

TP 

dell'integrale / fAx)dx fra Xq e Xo-|-e, o rispetto agli integrali 

XP Ja. 

fAx)dx pei quali Pi>Yi i^on siano tutte soddisfatte. 
- . . . 

Questi risultati possono anche servire a trovare i casi nei 
quali i noti teoremi della derivazione o integrazione sotto il segno 
integrale sono rigorosamente applicabili. 
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